El Incremento Finito de una

Sumacion Finita

Por: Gabriel Poveda Ramos*.

0. En la teorfa de las ecuaciones en diferencias
finitas, en andlisis numérico, vy en la teorfa de
optimizacién de sistemas discretos, se ocurre en
ocasiones la necesidad de estudiar expresiones de la
forma

r=b(n)
(1) S, = u (nr),conr=(a,a+1,..,b-1, b);
r=a(n) b(n)>a(n)

en donde el término genérico u (n, r) de la sumacién
depende de un pardmetro n perteneciente a los nideros
naturales; y en donde ambos limites de la sumacién son
nimeros naturales que dependen del mismo pardmetro
n'. En particular, se presenta, a veces la necesidad de
calcular explfcitamente la primera diferencia finita

(indicada en el operador A ) de la expresi6n (1) cuando
n aumenta una unidad, es decir,

An Sn 25 Sn+1'sn‘

Se trata de una situacién andloga a la que se presenta
cuando hay que calcular la derivada de un integral
definio, cuando los lfmites y la funcién del integrando
dependen de un pardmetro, es decir, cuando se calcula

b (1)
d
) - v
dt a(t)

f(x,t). dx

Es bien sabido que la derivada indicada en (2) puede
calcularse recurriendo a la identidad conocida con el
nombre de férmula de Leibniz:
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(1) Es decir, son funciones discretas de variable discreta, cuyo domi-
nio es N y cuyo codominio estd en N.
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b(t)
d
3 — f(x,t). dx
dt a(t)
b 4
= f(b)-f(a) + —  f(x,t)dt
dt
a

En cambio, la literatura (mas bien escasa por
cierto), que se ocupa de la teorfa de sumaciones no
habla de ninguna férmula para calcular

4, S,

que sea la andloga de la de Leibniz. El propésito de
esta nota es deducir y presentar esta férmula, que
aunque es muy elemental, no aparece mencionada ni en
los buenos tratados de Célculo en diferencias Finitas
(Véase bibliograffa).

1. Paran + 1, la expresién (1) es

r=b(n+1)

Sn+l = E UMm+1,r)

r=a(n+1)

y su diferencia con (1) es

b(n+1) b (n)
4) S, = S = Um+1,1)- E U(n,r)
a(n+1) a (n)

Admitiendo que a (n), b (n) son funciones
mondtonas estrictamente crecientes de n, los valores de
a(n),a(n+1),b(n),b(n+ 1) estdn dispuestos como
lo insimia el dibujo contiguo:

+ vt v+ T
O am ame’ b (n) b(n+l)=b"

endonde se hapuestoa(n+ 1)=Ea=a"b(n+1) =
Eb = b’, y siendo E el conocido operador de despla-
zamiento.




Es evidente, asi que la expresién (4) puede escri-
birse

r=b

r=b’
AS, U(n+1,1)+ % UMm+1,1)

r=a" r=b+1

a-1 r=b
d é U(n,r)- % U(n, 1)
r=a r=a°
lo cual puede escribirse también
r=b(n+1)
(5) AS, = g Ua+Ln -
r=b(n)+1
r-an+1)-1
% U(n, 1)+
r=s(n)
r=b(n)
A, U(n,r)
r=a(n+1)

Esta es la férmula que tiene un cardcter andlogo a la
de Leibniz, mencionada en (3), y pudiera llamarse
férmula de Leibniz-Boole.

Este resultado es completamente general sélo a
condicién de que para todo n, sea b (n) > a (n). Y es
completamente inequfvoco si a (n), b (n), son
monoténica y estrictamente crecientes para todo n. En
caso de que alguna de ellas no lo fuera, la expresion
seguird siendo vilida si se entendiera que el recorrido
de las sumaciones es

r = bin)+ 1, b(n+ 2...., b{n+1)-1, b(n+1), or-

denadamente,
yno r = b(m)+1l,...min{b(n)+2,..bn+1)}
y asf con las otras dos sumaciones indicadas en (5).

10

2. Un caso particular de interés en las aplicaciones
es aquel en el cual el limite inferior al de la sumaci6n
(1) es fijo. Entonces se tiene

b (n) r=bin+1)
(6) A, E U1 = % Um+1,r+
rT=a r=b(n)+1
b (n)
Z A, U(n,1)
f=a

Por ejemplo, si b (n) =n, es
n
(7 A, E Umn=U@+1L,n+1)+
r=0

n

>: A U (0,1

r=0

Un ejemplo del uso de esta tltima férmula, se da
cuando se trata de situar un mfnimo local para ex-
presiones de la forma.

n

(8)T, = Z Vin-)W() , conn=0,1,2,..
r=o0

llamada "convolucién" de U y de V (e indicada U(n)*

V (n)). Este problema se presenta con frecuencia en la

teorfa matemética de inventarios y en el estudio de

modelos de renovacién y reposicién, de la evolucién

dindmica de poblaciones, de proceso de nacimiento y

muerte, y de fenémenos "hereditarios” en sistemas con

"memoria”.

Condiciones necesarias y suficientes para un primer
minimo local de T_ son

AT, <0, AT >0

Segiin la férmula (7), estas condiciones son

n
(8.1) VO)W(n+1)+ z W(r) a,V(n-n30
o

(8.2) V(0)W(n) + Z: W) A, Vin-r-1)<0
0
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y la solucién de estas inecuaciones (supuesto que exis-
ta) identifica el mfnimo buscado.

3. Cabe referirse también por separado al problema
del incremento finito de una sumaci6n con lfmite supe-
rior fijo b, incremento que serd

r=b b

(9 4, E U,r)= % A, Un+l,r)-
r=a(n) r=a(n+1)
ain+1)-1

U(n,r),conb a(n)

r=a(n)

Y si, por ejemplo, a(n)=n

b r=b
(10) A.Zum.r)= E AU@+1,1)-
r=n r=n+1

U(n,n), siendob n+ 1.
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De este modo podria simplificarse mds con otros ca-
sos especiales, pero que se dejan al lector interesado.
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