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Breves apuntes sobre el 
paraboloide hiperbólico 

Notas adicionales al curso de Geometría Descriptiva en la Facultad 
Nacional de Matemáticas e Ingeniería de Bogotá. 

GENERALIDADES 

El paraboloide hiperbólico es una de las superficies alabeadas 
que con menos claridad se presenta a la mente del estudiante, debido 
a los extraños y numerosos sistemas de generación que permite su 
estructura geométrica. En su clasificación más general, corresponde a 
las superficies regladas no desarrollables, o superficies alabeadas. 

Este estudio se presenta, exprofeso, en forma tal, que no encaja 
dentro de un rigorismo geométrico; antes bien, se ha recurrido al 
cálculo analítico, en algunas demostraciones de generalización, para 
aprovechar las diversas tendencias de asimilación comunes en los es-
tudiantes y quitarle así alguna aridez, de esta manera. Por eso, al 
final de estas notas se agregan algunas de las aplicaciones de esta 
superficie que, en interés creciente, se refieren 

a) Al plano alabeado, como medio de obtener secciones de 
determinada equivalencia en algunos poliedros. 

b) Su proyección en abacos para cálculos nomográficos. 
c) Cubo de prismoides en materiales por remover, en obras 

de ingeniería. 
Se divide el estudio en tres partes, así 

Parte ¡--Nociones geométricas—Sus propiedades principa-
les—Sus elementos. 

Parte 11—Diversos modos de representación—Sus relacio-
nes geométricas—Plano tangente—Intersección con 
otras superficies. 

Parte 111—Aplicaciones. 

Después de estas explicaciones preliminares tendientes a intere-
sar los estudiantes en el uso que es posible dar a esta exótica super-
ficie, que los tratados elementales de Geometría Descriptiva no alcan-
zan a comprender, vamos a entrar en materia. 

El 
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PARTE PRIMERA 

Nociones geométricas—Sus propiedades principales—Sus elementos. 

NOCION GEOMÉTRICA DEL PARABOLOIDE HIPERBÓLICO 

Si en fig. 1 tomamos la parábola B A C, cuyo plano que supo- 
nemos horizontal, es perpendicular a 
de la parábola 	Ai A Ci 	y hacemos 
que el vértice A resbale continuamen- . ------------k- 
te sobre la curva 	Ai A Ci, 	el sólido 

1! 	, engendrado es un paraboloide hiper- 
bólico (P. H.) 

Las parábolas M A N y Mi Ci Ni 
extremas, son idénticas a la parábola 

?'.. generatriz 	B A C, 	aunque de dis- 
4..,O  tinta extensión, si se considera el só- 

lido limitado por los dos planos hori- 
zontales de estas parábolas extremas, 

¡ y por el plano vertical 	M N Ni Mi 
SS' Esta superficie tiene 	dos secciones 

principales, 	parabólicas, 	que son : la. 
--- -------- que corta el plano horizontal por 	A O 

que es laparábola generatriz 	B A C 
1 	 \ y la del plano vertical, por, esta misma 

línea 	A O, que eslaparábola direc- 
triz 	A 	A Ci. 

PROPIEDADES PRINCIPALES 

1—Las secciones por los planos verticales perpendiculares a A O 
son ramas de hipérbolas semejantes, a partir de las curvas 
MBMi, N C Ni  

2—El plano por D E Di E1 perpendicular a A O corta siguien-
do dos generatrices rectilíneas que vienen a ser las asíntotas o po-
sición final de las hipérbolas cortadas en las otras secciones para-
lelas. Dicho plano es tangente en el vértice A y contiene las dos 
¡ectas D Di y E Ei —lo que indica, desde luego, qu" esta es 
una superficie reglada. Todos los puntos desde El a A co-
rresponden en efecto a una recta porque la relación AO/GEt es 
constante. 
Su demostración es bien sencilla. 
Sean 2p y 2q los parámetros de las curvas B A C y 

Ai A Ci, con origen de coordenadas en A. 

Corno Bi C=A O 

] 



AG2qCiG 	 A  

GE= 2pCiG 	G  = 	
= constante. 

3—El punto A es llamado vértice del P. H. y la línea AO su eje. 
Los planos determinados por las líneas OA, AE1, y OA , AD, 
son llamados planos directores. Juegan un papel importante en 
otros sistemas de generación del P. U. y cortan la superficie si-
guiendo las líneas EEi y DI), 

4—Los planos secantes, no paralelos a los planos directores, que pa-
san por el eje, o paralelamente a él, cortan la superficie según una 
rama curvilínea continua que corresponde a una parábola; y si se 
trata de varios de estos planos, paralelos entre sí, las parábolas 
de intersección son curvas idénticas, es decir, que se confunden 
por superposición. La parábola, como sección cónica, tiene por 
límite una línea recta. De igual manera ocurre en estas secciones 
cuando el plano secante es paraielo a uno de los planos directores. 

5—Los planos secantes que cortan el eje AO determinan en la su-
perficie dos ramas curvilíneas simétricas, que corresponden a hi-
pérbolas, como que se trata de una superficie de segundo grado 
cortada por un plano. 

Estas hipérbolas, como en las secciones cónicas, tienen por límites 
sus asintotas. Tal ocurre en esta sección, cuando el plano secante 
en su movimiento paralelo a sí mismo, llega a ser un plano tangente, 
pues entonces corta siguiendo dos rectas similares a EE1 y DDi, 
que sirven de asíntotas a todas las hipérbolas cortadas por los 
planos secantes, paralelos a dicho plano tangente. 

6—De lo dicho se deducen otros tres modos de concebli cómo está 
engendrado el paraboloide hiperbólico, a saber 

a) Por la parábola Mi Ci Ni cuyo plano permanece normal a la lí-
nea HO , mientras sus ramas se deslizan sobre las dos hiperbólicas 
MBMi, NCNi. 
b) Por la parábola BAC , si en el transporte paralelo de la curva, el 
eje AO pasa siempre por AG , y las ramas AB y AC por las rec-
tas AE1 y AD. 
e) Finalmente por el transporte de la parábola Ai A Ci cuyo plano 
permanece frontal, al rededor de la parábola BAC de plano horizon-
tal, de modo que el vértice A de las dos parábolas, recorra la curva 
BAC. 

NOCION ANALlTICA DEL CONOIDE EN GENERAL Y SU EXTENSION 
AL PLANO ALABEADO Y PARABOLOIDE HIPERBÓLICO 

En tratándose de notas complementarias para un curso elemental 
de Geometría Descriptiva, y con la mira de fijar ideas sobre las apli-
caciones inmediatas del P. H. , el análisis matemático suministra e 



medio más breve de obtener estos resultados, y comprobar todos los 
principios anteriormente enunciados. 

La superficie conoide, en general, es conocida en geometría, como 
la engendrada por una línea recta que se mueve paralelamente a un 
plano director, y se apoya sobre dos directrices, una de ellas rectilí-
nea, y la otra curvilínea. 

Pero en el lenguaje común, por el conoide, se entiende, la super-
ficie conoide resultante, cuando las directrices son una circunferencia 
y una recta paralela al plano de ésta. 

En tal caso, para el conoide, se demuestra en geometría que su 
volumen es igual al producto del círculo de la base por la mitad de 
su altura, siendo esta última la distancia de la directriz rectilínea al 
plano de la base circular. De modo que este volumen y  el del cono 
de la misma base y altura, guardan entre sí la misma relación de los 
números 2 y  3. 

Si en los tres ejes coordenados de la fig. 2 se toman 
c 	N El plano xy como plano director 

El ej Oz como directriz rectilínea 
La línea C D como directriz curvilínea 

D La generatriz M N apoyada sobre Oz 
y C D engendra la superficie conoide en 

o 	
1  su movimiento paralelamente al plano hori- 

 zontaloplario director xy.... 
Sean : 

Las ecuaciones de la directriz 	f(x, y, z) = O 
curvilínea C D 	 (1) 

IMX, y, z) =O 
Las ecuaciones de la línea( z = ni 
M N 	serían entonces ............ 	- 	 ...... (2) 

(y = nx 
Eliminando x, y, z entre (1) y  (2) se obtiene la ecuación de con-
dición para que M N encuentre siempre a C D 
Esta ecuación sería de la forma 	-p(m, n) = O 	...........................(3) 
Y si entre (2) y  (3) se eliminan los parámetros variables ni, y n 
se encuentra finalmente, 

cp(z, 	) = O que es la ecuación del 

conoide. 
Este sistema elemental de análisis comprueba rápidamente los 

enunciados que se exponen a continuación. 
1—Si en vez de una directriz rectilínea, y una curvilínea, se toman 

dos rectilíneas, la superficie engendrada que corresponde al plano 
alabeado, es un paraboloide hiperbólico. 

2—El cuadrilátero ganso ¡imita una parte del paraboloide hiperbólico. 
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3—Si las directrices rectilíneas están en un mismo plano, la superficie 
engendrada será un plano. 

Algunas otras importantes propiedades se deducen además del análi-
sis anterior, como puede verse a continuación 

Sean tres planos coordenados en la fig. 3. En dos de ellos, el 
frontal y el horizontal están 
das las directrices A B , A 	la 

proyecta- 

generatriz M N. 
lo,

El plano vertical frontal zx se ha 

0a  

tomado paralelo a las directrices que 
figuran como líneas frontales. 

El plano vertical zy de perfil co-
mo plano director, o paralelo al plano 
director; de modo que las generatrices 
son lineas de perfil; el plano horizon-
tal xy se ha tomado como pasando 

por la generatriz horizontal, que es una lílzea de fu'a, que se confun- 
de con el eje Oy. 
Las ecuaciones de A B serían : (z = ax 

..................................(4) 
Iy=b 

Las ecuaciones de 	A C 	serían : 	(z = a'x 
...................................(5) 
(= b ' y 

Las ecuaciones de 	M N 	serían: 	(z = my + n 
......................(6) 

.....k x t= 
Basta ahora eliminar los tres parámetros variables 	m, 	n, 	k 

dentro de las condiciones de intersección de 	M N 	con 	A B 	y 
A C. 

Y así tendríamos: 
(Eliminación de 	x, y, z, 	entre 	las relaciones 	(4), 	(5) 	y 	(6) 	....) 
Entre 	M N 	y 	A B se encuentra 

my + n = ax o sea: 	mb -1--  n = ak 	.......................(7) 
Entre 	M N 	y 	A C similarmente, 

mb' +n=a'k 	.......................(8) 
Eliminando 	n 	y 	k entre 	(6), 	(7) 	y 	(8) 	se encuentra 

mb +z—my=ax 
mb' + z - my = a'x 

Y por eliminación de m 	entre estas dos últimas relaciones, 

(b—y)(a'x—z) =(b'—y)(ax—z) 	................................(9) 
que es la ecuación del paraboloide hiperbólico, pues que en esta su- 
perficie se pueden comprobar todas las propiedades antes enumeradas. 



Por transformaciones se obtiene xy + a - a' 
a'b — ab' X 

+ a  
b'

JL.ait 
—b

Z O 

y haciendo para simplificar: 
a'b - ab' 

M 	a — a' 

N 	
b' — li 
a —a' 

obtendríamos como ecuación final del P. H. 
xy+Mx+Nz0 	....................... -. ...............(10) 

Así vemos los siguientes resultados de la discusión de la ecua-
ción anterior 

P,imero—Para x=O 

O sea la intersección con el plano vertical yz 
Se encuentra en ecuación (9): 

z=O Eje de Oy 
Corta, por lo tanto, según una generatriz, el eje de Oy , por tratarse 
de un plano paralelo al plano director. 

Segundo—Para y = O 

O sea la Intersección con el plano vertical xz. 
Se encuentra en la ecuación (10) 

Mx + Nz O 	que es una traza rectilínea del P. H. 
en el plano frontal xz; lo que indica desde luego que hay un se-
gundo sistema de generatrices rectilíneas que corta todas las genera-
trices primitivas de perfil y está siempre en un plano paralelo al de 
las directrices A B y A C , ya que los mismos resultados se 
encuentran para todos los planos de la forma 

y + C O paralelos al plano xz. 
Tercero. 

Por la conclusión anterior se ve que el eje Oz es la intersección de 
los dos planos paralelos a los planos directores, o que pueden tomar-
se como tales. Además, el eje del P. H. es paralelo a dicha intersec-
ción, puesto que todos los planos que pasan por ella, o paralelamente 
a ella, cortan, como los vamos a demostrar, parábolas idénticas, en la 
superficie estudiada. 

En efecto 
Sea un plano vertical cualquiera que pasa por el eje Oz 
Su ecuación general seria 

	

x+Ay=O 	.....................................(11) 

Hallando la intersección de este plano con (10) tendríamos, sustitu-
yendo a 

x = - Ay 	resulta 
Ay+AMy —Nz=O 	.......................................................(12) 

Proyección parabólica de la intersección sobre el plano zy 



Si tornamos otro plano cualquiera paralelo al plano (11), su ecua-
ción seria entonces 

x + Ay + C = O 
Su intersección con (10) daría 

Ay2  + y(C + AM) - Nz + CM = O .............(13) 
Proyección de una parábola en el plano zy. 

Esta parábola es idéntica a la parábola (12) . Sólo hay diferen-
cia en su posición en los planos coordenados; en efecto, moviendo el 
vértice de dichos planos al punto, 

- 2ACM 
Zi 	4AN 

c 
Y' = 

sobre el plano zy, la nueva ecuación de la parábola (12) toma 
exactamente la misma forma de la ecuación (13) al cambiar 

Z 	por 	z+z(  
y por y+y, 

Cuarto. 
La sección del P. II. con cualquier otro plano que no sea paralelo a 
Oz, da curvas hiperbólicas o sus asíntotas. 	' 

Así, con el plano de la ecuación general, 
x + Ay + Bz + C = O 	da proyecciones hiperbóli- 

cas de la sección en los planos coordenados. 
Si tomamos el plano que pasa por el eje Ox y cuya ecuación es 

	

y+Az=O 	....................................................(14) 
tendríamos, al combinarla con (10) 

- Axz + Mx + Nz = O .... Ecuación de la proyección 
de la intersección en el plano xz , y que corresponde a una hipér-
bola. Lo mismo se hubiera obtenido en el plano xy, eliminando a 
z entre (14) y (10). 
Si tomarnos el plano que pasa por el eje Oy cuya ecuación es 

	

x + Az O 	obtendríamos como intersección 
con (lO): 

por una parte : 	 que son las ecuaciones del eje 0y 

por otra parte : 	y 	A - 	ecuación de la proyección 

de una frontal, es decir, une generatriz del segundo sistema. 
De modo que, al llevar un plano por una generatriz del primer siste-
ma (la línea Oy)—no siendo paralelo al plano director—aquél cor-
ta la superficie alabeada, según una generatriz del segundo sistema 
(una línea frontal). 

El plano así trazado es un plano tangente, y su punto de contacto 
corresponde al del cruce de dichas generatrices. 
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Geométricamente se evidencian fácilmente las generatrices de un 
segundo sistema, así como también otros de los enunciados o propie-
dades geométricas antes establecidas. 

GENERATRICES DE UN SEGUNDO SISTEMA 

Como en el hiperboloide de revolución hay un segundo sistema 
de generatrices rectilíneas que pueden engendrar esta misma superfi-
cie (P. ¡-1.), cuando se mueven sobre dos generatrices cualesquiera 
del primer sistema, conservándose paralelas a un plano director, pa-
ralelo a su vez a las dos directrices del primer sistema. 

4 	 Sean en fig. 4 AB y 
CD las directrices de 
uit ji iiiiçi aiI,.,tiia .uy,, 

plano director es el pla-
no horizontal de pro-
yección. 
En b' verticalmente, 
y d horizontalmente, 
se cortan las proyeccio-
nes de las directrices. 
Todas las horizontales 
que se apoyan sobre es-
tas dos líneas serán ge-
neratrices de la superfi- 

cie en estudio. 
Escojamos al acaso, las dos que cortarían en el paraboloide en-

gendrado los planos horizontales de alturas Ai y A 
Si se escogen dos puntos m', n' sobre las proyecciones ver-

ticales de estas horizontales, correspondientes a los puntos M y N 
del espacio que están sobre dichas líneas, de modo que los segmentos 
e'm', m'f', guarden la misma relación de g'n', n'h', el lugar 
geométrico MN de estos dos puntos, sobre todas las generatrices 
posibles de las directrices primitivas, cumple estas condiciones 

a) Es de proyección vertical rectilínea. 
b) La proyección vertical pasa por b' 
c) Esta comprendido en el plano de fuga de traza ab,  

Si observamos que estos resultados se han encontrado, indepen-
dientemente de la posición del plano vertical de proyección, es decir, 
que se obtendrían los mismos, después de un cambio de plano verti-
cal cualquiera, como el anotado con la nueva línea de tierra x'y' , se 
deduce que el lugar geométrico de los puntos M y N , represen-
ta otra generatriz rectilínea, de un sistema distinto al de las genera-
trices horizontales, y sobre todas las cuales se apoya. 

Todas las generatrices de este segundo sistema pasan por b' 
en proyección vertical. 
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Para demostrar que el plano director de estas nuevas generatri- 
ces es paralelo a las directrices primitivas basta en las construcciones 

de la figura 4 tomar como 
plano vertical de proyec-
ción uno perpendicular al 
plano paralelo a ellas, pues 
en tal caso las líneas AB 
y CD quedarán proyec
tadas verticalmente según 
dos líneas a'ib'i, Cd' 
paralelas entre sí como se 
ve en la fig. S. En este ca-
so el lugar geométrico MN 
correspondiente a las ge-
neratrices del nuevo siste- Piç 5 

ma sería paralelo en pro-
C'id'i, como que el punto 

1—Por cada punto de la superficie pasan dos generatrices pertene-
cientes a sistemas distintos que son : una, que llamaremos del 
primer sistema, que se refiere a las rectas generadoras que mo-
viéndose paralelamente al plano director se apoyan continuamente 
sobre dos rectas fijas cualesquiera que están en distintos planos y 
se llaman directrices; y la otra del segundo sistema, que corres-
ponde a una recta, que apoyada sobre dos generatrices fijas del 
primer sistema (usadas ya como directrices) se mueve paralela-
mente a un plano paralelo a su vez a las dos directrices del primer 
sistema. 

2—Dos generatrices de un mismo sistema ni se cortan, ni están en un 
mismo plano. De aquí que el paraboloide hiperbólico sea una su 
perficie alabeada. 

3—Dos generatrices de distintos sistemas siempre se cortan, como se 
deduce de las demostraciones anteriores, y pertenecen al plano 
tangente cuyo punto de contacto con la superficie es el punto de 
cruce de las mismas, como lógicamente puede deducirse de la teo-
ría del plano tangente, pues lo forman las tangentes a las curvas 
que pueden trazarse por un mismo punto sobre una superficie 
cualquiera. 

4—Un plano P , que pasa por una generatriz de un sistema corta a 
la superficie según una generatriz del otro sistema, y es un plano 
tangente en el punto de cruce de las dos generatrices. Cuando el 
plano P es paralelo a uno de los planos directores de la superfi-
cie, su punto de tangencia está en el infinito, y es llamado por lo 
tanto plano asintótico. 

yección vertical a las proyecciones a'ib'i, 
b', se habría corrido al infinito. 

De lo estudiado resulta claramente 



- 12 

CONTORNO APARENTE DEL PLANO ALABEADO 

Sea fig. o un cuadrilátero ABCD de proyección horizontal rom-
Loidal que se asienta en el plano horizontal por su diagonal AC , y 
cuyos vértices B y D están en el espacio, a alturas diferentes si se 
quiere. 

Si tomamos 
las 1  n e as 
AB y CD 
como direc-
trices (pa-
ra lela sal 
plano ver-
tical de tra-
za cd) y 
hacemos 
deslizar 
por ellas 
una gene-
ratriz para-
lela al pla-
no vertical 
de traza 
paralela a 
lasproyec- 

'--- c i o n e s 
cb y ad, 
tomado 
como pla-
n o direc-
tor, obte-
nemos e 1 
contor no 

aparente de la proyección vertical. 
Para obtener el dibujo, se dividieron las rectas AB y CD en 

un número par de partes iguales (8 partes) y se trazó la posición de 
las generatrices 1 - 1 , 2 - 2 , 3 - 3 , etc. 

Las líneas 8 - 8 , 9 - 9 , que se apoyan sobre dos generatrices 
M primer sistema usadas ya como directrices, y son paralelas al pla-
no vertical, que a su vez, lo es a las directrices primitivas, represen-
tan, por consiguiente, generatrices del segundo sistema. 

El contorno aparente, en proyección vertical, se ha obtenido en 
el plano de perfil de traza x'y' , de una manera análoga al anterior 
de las generatrices del primer sistema, en la misma figura 6. 

La envolvente de todas estas generatrices es una parábola en los 
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dos planos verticales de la fig. 6, puesto que tanto los segmentos de 
rectas concurrentes a'b' , c'd' , 'por una parte (plano vertical de 
proyección), como a'id'i, C'ib'i por la otra (plano de perfil), están 
divididos por las rectas 1-1, 2-2 .... etc., y  8-8, 9 - 9, .... etc., 
en partes inversamente proporcionales. 

En cambio, la sección por el plano horizontal de proyección es 
una hipérbola. 

En efecto, buscando las trazas de 1 1 » 2 - 2 , 3 - 3 , .... se en-
cuentra el arco de curva c-m-n 

La generatriz 4 - 4, paralela al plano horizontal, da su traza al 
infinito, y queda, por lo tanto, su proyección horizontal como una asin-
tota del arco curvilíneo c-m-n. 

Las generatrices 8 - 8 , 9 - 9 , del segundo sistema, dan como 
trazas sobre el plano horizontal el arco de curva c-m-n. La proyec-
ción horizontal de la generatriz 10 - 10, paralela al plano horizontal 
como en el caso de la generatriz 4 - 4 , sirve de asintota al arco de 
curva c-m 1-n 

Las generatrices 5 - 5,  6 - 6, 7 - 7,  y  11 - 11 , 12 -  12, tienen 
por traza horizontal otra curva sim'trica de n,-m,-c-ni-n , que pasa 
en este caso por el punto a, como esta última pasó por el punto e. 
Como tienen las mismas asintotas, que se cruzan en O , se advierte 
claramente que la curva de sección per el plano horizontal de prcyec-
ción es una hipérbola. 

ELEMENTOS DE UN PARABOLOIDE HIPERBÓLICO 

Cuatro son los elementos de un P. H. 
Sus dos secciones principales BAC y AtPCi , en fig. 1, gene-

ratriz y directriz, en este caso, pero cuyas funciones, como ya se vio, 
son intercambiables. 

El vértice A ........ y el eje no. 

VÉRTICE 

En la fig. 1 puede verse que las generatrices de los dos sistemas 
que pueden engendrar la superficie son Fi E y D DL, que perte-
necen al plano tangente en el vértice A ; plano que, a su vez, es per-
pendicular al eje AO 

Pero como AO es una línea paralela a la intersección de los 
planos directores, o la intersección misma de ellos (discusión de la 
ecuación (10)—aparte tercero), el vértice de un P. H. se encuentra en 
el punto donde se cruzan las dos generatrices de distintos sistemas, 
que son perpendiculares a la línea de intersección de los respectivos 
planos directores. 

El ángulo de las lineas EFi y DD1 mide el diedro de los dos 
planes directores, puesto que son líneas de ellos, perpendiculare. a 
su intersección. Cuando este ángulo es recto todas las generatrices de 
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un sistema cortan normalmente a las del otro sistema, y el paraboloi-
de se llama entonces recto o rectangular; en los otros casos se llama 
paraboloide oblicuo. 

E  E 

El eje del P. H. es una perpendicular al plano tangente del vér-
tice en su punto de contacto, o sea la normal del vértice. 

SECCION DIRECTRIZ 

Tomando la curva AiA Ci como directriz, claramente se ve 
que ella corresponde a la sección por el eje de un plano paralelo a 
uno de los planos bisectores del diedro de los planos directores. 

SECCION GENERATRIZ 

Tomando la curva 13 A C de fig. 1 que se ha considerado como 
la parábola generatriz, ella corresponde, como en el caso anterior, a 
la sección por el eje de un plano paralelo al bisector del otro diedro 
de los planos directores. 

PARTE SEGUNDA 

Diversos modos de representación—Sus relaciones geométricas—Plano 
tangente—Intersección con rectas y otras superficies. 

Tres son los métodos más comunes de representación del P. H. 
1.0  Por la proyección de las directrices sobre su respectivo 

plano director. 
2.1  Por sus trazas rectilíneas y la posición del vértice en los 

planos de proyección. 
30 Por las proyecciones de sus secciones principales en pla-

nos rectangulares a ellas paralelos. 
En cada uno de estos sistemas de representación es posible la so-

lución de todos los problemas relacionados con la geometría de Ja 
superficie; los tres que se exponen son comunes a las superficies re-
gladas alabeadas. 

a) Dada una de las proyecciones de un punto de la superficie 
enontrar la otra. 

b) Llevar un plano tangente por un punto dado. 
c) Si un plano corta la superficie siguiendo una generatriz de-

terminar la otra generatriz de diferente sistema por donde 
corta también dicho plano, la misma superficie. 
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DIVERSOS MODOS DE REPRESENTACION 

Primer método. 

Proyección de las directrices sobre el respectivo plano director. 
Basta entonces tomar como plano director, el plano horizontal de 

proyección, por ejemplo, en cuyo caso todas las generatrices del pri-
mer sistema serán horizontales, y dos rectas cualesquiera, AB, CD 
que no estén en un mismo plano, las cuales pueden ser tomadas como 
directrices. (Véase la figura 7....). 

Punto de la superficie. 

Sea m' la proyección vertical de un punto—fig. 7. 
Un plano ho-
rizontal por 
m' cortaría 
según la ge-
neratriz DE 
que determi-
na inmedia-
tamente a 

- 	 m. Sise die- 
ra a m para 

-T / 	-- 	 - 	 buscar m', 
un plano 

V 	d 	 fi9. , 	 vertical por 
m cortaría 
siguiendo 
una curva de 

segundo grado en la proyección vertical, donde se encontraría m' 

Plano tangente. 

La línea ac , fig. 7, representa la traza horizontal del P. H. 
Por M , además de la generatriz DE del primer sistema, pasa 

la del segundo sistema MF , que en proyección vertical pasa por b'. 
Su traza horizontal f pasa por ac 
DE y MF determinan el plano tangente P'P' 

Plano secante por una generatriz. 
El plano PaP' corta según la generatriz DE; entonces debe 

cortar según otra generatriz del segundo sistema—fig. 7. 
Su traza horizontal estará sobre ac; se escoge entonces un pun-

to f, f'; la proyección será Pb', que determina m', y, por lo 
tanto, a m; estas son las proyecciones del punto de tangencia del 
plano PP' con la superficie del P. H. 

fm , f'm' sería la generatriz del segundo sistema que se buscaba. 
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Segundo método. 

Por sus trazas rectilíneas y la posición del vét tice. 

Es el caso del P. H. cuyos dos planos directores sor' los dos 
planos de proyección. 

Sear, BC y DE, fig. 8, dos 
directrices frontales, - sobre las 
cuales una línea horizontal se 
desliza para engendrar el P. H. 
Las proyecciones verticales de 
todas las generatrices del se-
gundo sistema han de pasar por 
a'. 

El plano horizontal será di-
rector de las generatrices del 
primer sistema. De modo que la 

traza de la superficie sobre el plano horizontal será la proyección ho- 
•rizontal de la generatriz db° que une las trazas horizontales de las 
directrices. 

Las generatrices del segundo sistema, serán líneas frontales que 
se deslizan sobre dos generatrices horizontales cualesquiera del pri-
mer sistema. Una de estas generatrices del segundo sistema es la tra-
za del P. H. sobre el plano vertical; y como todas han de pasar por 
a' , aa' sería dicha traza. 

Si se traza una generatriz cualquiera, horizontal, del primer siste-
ma OH , su proyección horizontal corta la traza horizontal en a 
por este punto ha de pasar la proyección horizontal de todas las ge-
neratrices del primer sistema, por la misma razón de que por a' pa-
san las proyecciones verticales de las del segundo sistema, ya que un 
plano frontal, es al plano vertical de proyección, en posición relativa 
al planr' horizontal, lo que un plano horizontal, es al horizontal de 
proyección, en posición relativa al plano vertical. 

Los puntos de concurso de líneas, a y a' sobre las trazas rec-
tilíneas corresponden a un punto A de P. H. y están por lo tanto 
en una misma línea de correspondencia. En efecto, el plano horizon-
tal a la altura de a' corta siguiendo la generatriz de fuga del primer 
sistema, cuya proyección horizontal pasa por a. El plano frontal 
por a , cortará siguiendo una frontal de perfil,—generatriz del se-
gundo sistema, que a su vez corta a la generatriz de fuga en el pun-
to A. 

- Estas dos generatrices, perpendiculares a xy, intersección de 
los planos directores, en este caso, se cruzan en el vértice del para-
boloide, que por lo mismo es el punto A , y determinan, por lo 
tanto, el plano tangente de un paraboloide hiperbólico rectangular. 
Dicho- plano es de perfil. 
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El eje del paraboloide sería una paralela a xy por el punto A. 
Las trazas rectilíneae en los planos de proyección y las proyec-

ciones del vértice, determinan un paraboloide hiperbólico. 
Sea en efecto el paraboloide hiperbólico de fig. 9, dado por sus 

trazas rectilíneas PrH y su vértice ( a, a' ) 

fl Desde luego es posible 
trazar dos frontales que 
figuren como directrices 
con el plano horizontal de 

____________________________ . proyección, como plano ____________ 
director (generatrices del 
primer sistema); o dos 
horizontales igualmente 

fig. g 	elegidas para directrices, 
flL y el plano vertical como 

plano director (generatri-
ces del segundo sistema), y entonces queda reducido el problema al 
caso de la representación de un P. H. según las condiciones del 
primer método de representaciones, antes estudiado. 

También puede tratarse directamente este segundo método como 
sigue 

Sea m la proyección horizontal de un punto, fig. 9; la frontal 
(mc, m'c') o la horizontal (mb, mb') dan a conocer a m'. Si 
la proyección vertical es la dada, las mismas construcclones pueden 
entonces verificarse por m' 

El plano tangente en M sería QI1 Q' 
Qfl línea paralela a ab 
Q't 	línea paralela a a'c' 
Y si un plano corta la superficie según la generatriz horizontal 

(ab, a'b') .... (el plano QJ3Q por ejemplo) también cortará si-
guiendo la frontal (aic , a'c') que encuentra a la primera genera-
triz en el punto (m, m') contacto con el plano Q/JQ' que en 
este caso es también, como se sabe, un plano tangente. 

Tercer método. 
Por las proyecciones de sus secciones principales sobre planos rectan- 

lares a ellas paralelos. 
En la fig. 10 ba, b'a'b' 	representan las proyecciones de la 

parábola directriz de un P. H., y a'o', o1ao2 las de la parábola 
generatriz. Se tomaron planos de proyección paralelos a los de estas 
curvas planas. El eje (ao, a'o') queda entonces paralelo a xy, 
y esta última línea se hizo pasar por b' y 02 

Estas construcciones representan por sí solas el P. H. cuyas dos 
secciones principales, eje y vértice, se determinan en dicha fig. 10. 
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Punto de la superficie. 
Sea m la proyección horizontal de un punto de la superficie, 

fig. 10. La construcción del paralelogramo mnaa1  da a conocer 
a, , nueva posi-
ción del vértice de 
la parábola gene-
ratriz en proyec-
ción horizontal, y 

1 	 que verticalmente 
1 	 : 	 corresponde a la 

posición de los 
planos horizonta-
les por a' 4  y 

1 	 a', en donde se 
vLa__ 	-7"ro encuentran m' y 

m 4 . - - 	 fig. 
lo 
	

El punto 	rn 
o. 	en proyección ho- 

rizontal nene estas dos mismas proyecciones verticales. 
Si al contrario se da la proyección vertical 	el paralelo- 

gramo m'ia' 2a'n' determina el punto n', y los otros dos, n y 
fi, por donde dos paralelas a xy dan a conocer las dos proyec-
ciones horizontales del punto cuya proyección vertical es m' 4  y que 
son m y m,. 

El punto m' en proyección vertical, tiene estas dos mismas 
proyecciones horizontales. 
Generatrices rectilíneas de un punto cualquiera. 

Sea el P. H. de las secciones principales (o1ao2  , a'o') y 
(b'1a'b'2 , 	ba) 	de la fig. 11. 

Si (m , m') es un punto de la superficie, tendremos 
a) Por él pasarán dos generatrices rectilíneas de distintos 

sistemas. 
b) Estas dos generatrices se proyectarán sobre cualquier 

plano perpendicular a los planos directores (planos de 
perfil), según dos rectas paralelas a las dos generatrices 
que corta en el plano de perfil llevado por el vértice 
(a, &) 

c) Las proyecciones de estas generatrices serán tangentes a 
las parábolas o4 ao2  y b', ab', puesto que estas cur-
vas son del contorno aparente de la superficie en ambos 
planos. 

Así, que las dos generatrices del punto M serán ¡nc m'c' y 
mí, m'f 

Obsérvese que C y F son puntos de tangencia, y por lo 
tanto sus proyecciones c' y f están en el cruce de las proyeccio- 
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nes de las generatrices del punto M con las proyecciones del eje 
AO, que coinciden con las trazas de los planos de las secciones 

	

-DL Oi 	El 

f 

,1 

/ 

-- --------l---- ,  

— 	---r 	 L 	F 

' 

principales del P. FI. en los dos planos de proyección. Lo mismo ocu-
rre respecto de los puntos (g, g') y (Ii, Ii') 

Vamos a proyectar en el plano de perfil P 02 P' rebatido a la 
derecha sobre el plano vertical, estas construcciones. 
Se toma primero a1b'i=aia 2  y se supone desde luego b'ia'=a'b' 

Se traza la vertical a2a:i  y siguiendo las demás construcciones 
claramente indicadas, tenemos que EFi y DDi representan las 
proyecciones de las dos generatrices rectilíneas que corta el plano 
tangente en el vértice a, a' que ocupó el punto Al en el plano 
de perfil rebatido. 

Los puntos de tangencia c, c' y g, g' quedan sobre el eje 
horizontal 	o' o" 	en 	Ci 	y 	Gi . 	Los otros dos f, f' 	y 
h, h' en el eje vertical 001 y  son Fi y Hi 

El punto M (de proyecciones m, in') quedará en Mi y 
las-generatrices serán MiHiCi y FiMiGi, dos rectas respectiva-
mente paralelas a DDi y EF1 
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Obsérvese además que las trazas j, k', s corresponden a 
los puntos J, K, S del plano de perfil, que están sobre los ejes 
02Y, o2P'. 

Los demás problemas estudiados de plano tangente, y plano se-
cante que corta según una generatriz se resuelven ya fácilmente como 
en los casos anteriores, como es fácil comprobarlo. 

Así el plano tangente del punto M será el de las dos genera-
trices de dicho punto; el plano que corta según una generatriz jk, 
j'k' cortará además, según otra generatriz, fg, f'g' fácil de trazar 
una vez elegido el punto de contacto del plano tangente m, m'. 

INTERSECCION CON RECTAS Y OTRAS SUPERFICIES 

1—Con los planos de proyección y los planos de perfil. 
Como se trata de una superficie reglada, desde luego el sistema 

de intersección podría reducirse a encontrar el punto de penetra-
ción de sus generatrices con los planos en referencia. Pero en 

E 

vi 

1- 
Q 	/? 

fig. /2 

fig. 12 podríamos hacer las siguientes consideraciones de simplÍ-
ficación del procedimiento: 
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Sean oao2 , a'o' y b'ia'b' 2 , bu las dos secciones principales 
de un P. FI. 
Por simplificación se ha tomado sal =ao=ab 

sb'i = sb' 2  
La línea de tierra se ha tomado pasando por b'i y 02 

Plano horizontal. 
La traza de este paraboloide sobre el plano horizontal es simple-
mente la parábola o, b 04, idéntica a la parábola oi a 02 

Plano vertical. 
La traza sobre el plano vertical es la parábola 040'05 idéntica a 
b j/fr1 

Plano de perfil. 
El plano PP' corta siguiendo dos ramas de hipérbola que reba-
tidas sobre el plano vertical a la derecha, dan las curvas m y mi 
con sus vértices en ri, Ti 

El plano QQ' por el vértice, corta según dos generatrices recti-
líneas rebatidas en QE y OD 
El plano RR' corta siguiendo dos ramas de hipérbola que re-
batidas sobre el plano vertical, a la derecha, dan las curvas 
n y fi con vértices en si y Si 

2—Con una recta cualquiera. 
Se busca una serie de intersecciones de varias generatrices con 
uno de los planos proyectantes de la recta y se obtiene así, por 
puntos, una curva de segundo grado, proyectada en uno de los 
planos de proyección, sobre una de las proyecciones de la recta. 
El punto común a la curva de intersección y la recta dada es el 
punto pedido. 

3—Intersección con planos cualesquiera u otras superficies. 
El problema de la intersección de dos superficies consiste en la 
escogencia de planos auxiliares que corten las superficies según 
curvas fáciles de trazar. Los puntos comunes de estas curvas, son 
de la intersección buscada. 
Dos clases de planos auxiliares se deben usar de consiguiente, 

en las intersecciones del P. H. con otras superficies 
a) Los planos asintóticos, relativos a los dos planos directo-

res, pues que ellos cortan siguiendo una simple línea en el 
P. H. 

b) Los planos tangentes en diversos puntos en la superficie, 
o sean los planos llevados por una generatriz de cualquier 
sistema, porque cortan en el P. H. según las dos genera-
trices rectilíneas del plano tangente. 

Se prescinde de los ejemplos de estas intersecciones de rectas y 
superficies con el P. H. que son bien sencillos en la forma indicada 
para no alargar demasiado estas notas. 
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PARTE TERCERA 

Aplicaciones. 

(A)—El plano alabeado como sector de equivalencia en algunos poliedros. 

En los números 1 y  2 al final del estudio analítico de las superfi-
cies conoides vemos que el plano alabeado y el cuadrilátero gauso, 
son partes del paraboloide hiperbólico. 

En efecto: el plano alabeado es una superficie de las mismas ca-
racterísticas del P. H. y el cuadrilátero gauso, no es más que un cua-
drilátero cuyos lados opuestos representan pares de generatrices de 
dos sistemas diferentes de un P. H., y que, por lo mismo, no están 
en un mismo plano. 

A continuación vemos cómo se utiliza el plano alabeado para ob-
tener secciones de volumen equivalente en un prisma triangular y en 
un tetraedro. 

El prisma t,iangular. 

Sea el prisma triangular de la figura 13. 
ABC, A1BiCi, caras paralelas. 
h - altura del prisma, o sea la distancia entre estas caras. 

El plano alabeado, generado 
por una línea recta que tenga 
por directrices, la diagonal 
CA, y la arista BBi, y co-
mo plano director uno paralelo 
a las bases del prisma, ABC 
o A1B1C1, es decir, el repre-
sentado en B C Ai Bi divi-
de el prisma en dos sólidos 
equivalentes que son: ABC, 
AiBi y AiBiCi, CB. 

Para claridad de la figura, su-
ponemos el prisma transparen-
te y el plano alabeado opaco. A 	 As 

Para demostrarlo observemos que las directrices BBi y CAi 
son generatrices de un segundo sistema, que tiene a BC y BiA' 
por directrices y a 	ACCAI por plano director. 

Una sección cualquiera A2M C2N paralela al plano director 
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AC Ci Al corta el prisma según un paralelogramo, y al plano ala-
beado según una generatriz del segundo sistema MN 

El triángulo AM N es igual al triángulo C2NM. 

De modo que todas las secciones paralelas a A C Ci A1 están 
divididas en dos partes iguales por el plano alabeado, y, por lo mis-
mo, el prisma, ya que cada sección puede considerarse como la base 
de un prisma de altura infinitesimal, la suma de todos los cuales, for-
ma el sólido estudiado. 

Los sólidos ABC, AiB1 y A1BiC1, C B son llamados pi-
ramoides, porque son a una pirámide lo que un cono es a un conoide. 

El piramoide está formado por una cara paralelográmica, 
A B BiA1: dos caras triangulares, A B C, A C Al, y un plano 
alabeado B C AiB1 

Su volumen sería 

V=ABC x 4 	según la demostración 

anterior; y para pirámides y piramoides de las mismas bases y altu-
ras sus volúmenes estarían entre sí, como en el caso de conos y co-
noides, en la misma relación de los números 2 y  3. 

El tetraedo. 

Sea el tetraedro ABCD de la figura 14. 

Si por un punto Bl escogido sobre una de 
sus aristas llevamos un plano paralelo a otras 
dos aristas opuestas, AB, CD, por ejem-
plo, obtenemos la sección AiM BiN 

M Bi y Al N serán paralelas a CD y 
entre si. 

A l  M y N B1 paralelas a AB y entre sí. 
Ai M Bi N será un paralelogramo y su dia-

gonal MN lo dividirá siempre en dos partes 
iguales. 

Si esta sección se recorre de extremo a extre-
mo de la figura, empezará en la línea AB y 
terminará en la línea CD . De modo que la 
diagonal MN, engendrará un plano alabea-
do limitado por el cuadrilátero gauso ABCD, 
y este plano alabeado dividirá el tetraedro ori-
ginal en dos sólidos del mismo volumen. 

¡ji 

'4- 

La misma división en sólidos equivalentes se obtendría con la 
diagonal Al Bi, al engendrar el plano alabeado que limitarían los 
mismos lados del cuadrilátero gauso ABCD. 
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(B)—Proyecciones del paraboloide hiperbólico en la construcción de abacos para 
cálculos nomográticos. 

Generalidades. 
Toda ecuación de cualquier grado entre tres variables representa 

una superficie geométrica cuya ley o sistema de generación está in-
terpretado en la relación que guardan entre sí estas variables, y con 
las demás cantidades constantes de la ecuación. 

La forma general de estas ecuaciones sería 
J(x, y, z)=O 	....................................... (15) 

Si se da un valor constante a cualquiera de las variables z=k 
por ejemplo, la simple expresión de este valor representa la ecuación 
de un plano paralelo a uno de los planos de proyección (al plano ho-
rizontal xy en este caso); y al ser introducido en la ecuación (15) 
de la superficie, obtendríamos la ecuación de la curva de intersección 
con el plano, proyectada sobre el plano xy, y con referencia a los 
ejes Ox, Oy de la fig. 15. 

Abacos. 
Si la ecuación (15) pudiera ser resuelta por z 

Zsb(x, y) 
tendríamos: 

Si llevamos una serie de 
planos horizontales a las al- 
turas ki, 	k2, k ..... cada 
uno de ellos cortaría la su-
perficie siguiendo curvas cu-
yas ecuaciones en el plano 
xy serían 

(x, y)= ki 
(x, y)= k,2 

«x, y)=k$ 

Estas proyecciones acota-
das con el respectivo valor 
de la altura del plano hori-
zontal que las produjo se 
usan en el cálculo nomográ-
fico, de gran utilidad en la 
práctica de la ingeniería, es-
pecialmente en el ramo de diseños. Cada una de esas curvas repre-
senta un valor ffjo, ki, k2, ki, de una infinidad de combinacio-
nes de los valores de x y de y. 

La proyección de estas curvas entre dos ejes rectangulares, ge-
neralmente, se llama un abaco, tal como se representan en la fig. 16, 
donde se anotan varias curvas entre las variables x y y para los 
valores constantes de z iguales a Zi, Z2, z 3, .... 
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En cuanto a los signos de las variables se siguen las mismas reglas 
o convenciones admitidas en Geometría analítica—es decir; valores 
de x positivos o negativos a la derecha o izquierda, respectiva-
mente, del eje vertical Oy; valores de y, positivos y negativos, 
arriba o abajo, respectivamente, del eje de Ox 

Anamorfosis de un abaco. 

La precisión de un abaco o tabla gráfica de cálculo, depende de 
dos condiciones: 

La—De la distancia entre las curvas que se construyan di, di (figu-
ra 16), que debe ser la menor posible, de acuerdo con la claridad 
de las construcciones gráficas y de la precisión que sea necesa-
rio obtener. 

2.1_De la exactitud en la construcción de las curvas que lo forman. 
de modo que mientras más sencillas sean, más fácilmente se pue-
den hacer cumplir estas condiciones. 

La anamorfosis de un abaco consiste en cambiar la forma curvilinea 
de sus valores fijos, por la rectilínea. 

Es de ocurrencia en las ecuaciones de la forma general 

= k 	en que m, n, o, 
son exponentes cualesquiera, enteros o 
fraccionarios, positivos o negativos, y k 
una cantidad constante. 

En efecto: tomando logaritmos, 

m.Logx + n.Logy + o.Logz=Logk 

Y si se introducen otras nuevas varia-
bles, 

X = m.Logx 
Y = n.Logy 
Z = o.Logz 	 flo it, 

obtenemos 
X + Y + Z = Logk ecuación de un plano, que al ser cor-

tado por otros horizontales a las alturas Logki, Logk2, etc., se 
obtiene como intersecciones una serie de lineas rectas, 

X 4- Y = Logk - Logki = Log — - 

 

-- 

X + Y = Logk - Logk? = Log - - 

 etc. etc. etc. 

todas las cuales son de sencillísima construcción en la formación de 
los abacos. 
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La anamorfosis de un abaco no implica cambio alguno de varia-
ble; así que las rectas que se construyan entre X y Y son in-
terpretables para valores de x y y solamente, como vamos a 
verlo en adelante. 

El paraboloide hiperbólico en posiciones diferentes respecto de 
los planos de coordenadas es la superficie que se interpreta en los 
abacos construidos para cálculo de productos, cuocientes y solución 
general de la ecuación de segundo grado. 

Cálculo de productos y cuocientes. 
Sea encontrar dos números x, y, cuyo producto sea z. 
Entonces: xy=z (ecuación de un paraboloide hiperbólico). 
Si tomamos una serie de valores para z, 1, 2, 3, etc., por 

ejemplo, y construimos las curvas correspondientes en los dos ejes 
coordenados de la figura 17, obtenemos el abaco correspondiente 
con las siguientes aplicaciones. 

Primera— Calcular el producto a.b - P 
Ene! ele  Ox 
buscamos el va- 
lor a y en el 4 - - - -- 
eje 0y el va- 
lor b: partien- 
do desde esos 	- 	 - - 
valores, sobre  

dos lineas en 	- 	- - 
ángulo recto con 	- 	

- 1 os respectivos 
ejes, ellas se en-  
cuentran en al- 2  
gunas de las cur- 
vas del abaco o 	-- - - - 	- 	- 	- - - 
en sus vecinda-
des; y así direc-
tamente, o p o r - - - - - . - 
interpolación, se  
lee en ellas, el va- 
lor de] producto 

,. 

Segunda—Calcular 0  
un cuociente. 

De lo anterior se 	 IT 
deduce 

b 
P- 
a 

De modo que para calcular un cuociente se busca el divisor en 
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uno de los ejes de coordenadas: se sigue en línea perpendicular so-
bre el eje hasta encontrar la curva de valor P igual al del dividen-
do, y el pie de la perpendicular llevada desde este punto sobre el otro 
eje marca el valor del cuociente buscado. 

Cada una de las curvas del abaco de fig. 17 representa una hi-
pérbola equilátera en que O es el centro; los eses coordenados, sus 
asíntotas; la bisectriz OM su eje, y sus respectivos ejes trasversos 
las cantidades 

212.1 , 212.2 , ................ 
Para evitarnos las construcciones de curvas anteriores y hacer 

un abaco más preciso verificaremos la anamorfosis de la ecuación 
anterior: xyz 

Y así tendremos: 
Y tomando luégo, 

encontramos 

Log.x + Log.y = Log.z 
Z=Log.z 
Y==Log.y 
X=Log.x 
X + Y = Log.z 

Para una serie de valores de z obtenemos las siguientes ecua-
ciones 

X + Y=log.1 
X + Y=log.2 
X +Y=og.3 

X --Y=log.n 

y al construir estas rectas en dos ejes rectangulares, tendremos el 
abaco de la figura 18 de gran extensión, mayor precisión, y para los 
mismos usos que el de fig. 17. 

Obsérvese que en vez de anotar los valores logarítmicos se han 
escrito los números correspondientes. 

Cálculo de las raíces de la ecuación general de segundo grado. 
Sea la ecuación de la forma general x2  + px +q=0 
Si hacemos: 	x = Z 

p=X 
q = Y 	tendremos: Z2 + XZ + Y = O ecuación 

de un paraboloide hiperbólico. 
Observando que las variables X y Y son del primer grado, 

al dar valores a Z obtendremos ecuaciones de líneas rectas entre 
X y Y; lo que significa, que el plano horizontal de proyección es 
uno de los planos directores, pues que los planos a él paralelos de la 
forma Z=k cortan líneas rectas en el paraboloide hiperbólico. 

La proyección de estas secciones sobre dos ejes rectangulares 
del plano XY nos da el abaco de la fig. 19, en el cual hemos pues-
to, de urja vez, los ejes de p y q para interpretar directamente 
la ecuación de la forma Z2+pZ+q=O 



1 
01 

Para valores de Z entre O y  7 se obtiene una serie de 
ecuaciones de líneas rectas que construídas sobre los ejes ox (va- 

f,) 

£i. 1 
lores de q) y oy (valores de p) dan todas las líneas del aba-
co de la fig. 19. 

Este abaco se ha generalizado en sus cuatro cuadrantes, para to-
dos los valores positivos y negativos de p y q, aunque no hu-
biera habido necesidad, por consideraciones bien sencillas. 

Su aplicación es como sigue 
Sea la ecuación 

x24-5x+4=O ....................................... (16) 

Para p5 y q=4 se encuentra un punto que coincide con 
los dos valores - 1 y  —4, que son las dos raíces de la ecuación 
marcada (16). 

Si en cambio tomamos la ecuación 
x2 +2x-f.4==0 ........................................ (17) 

L 
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tenemos que para p2 y q=4 encontramos un punto en el 
campo del abaco por donde no se cruzan los valores de las líneas del 
diagrama. Esto significa que las raíces son imaginarias. 

El campo de las raíces imaginarias está limitado o separado del 
campo de las rectas de valores reales por una parábola, pues que la 
envolvente de las rectas Z2  +pZ + q = O para los diversos valores 
de Z (considerado como parámetro variable) se encuentra elimi-
nando a Z entre la ecuación anterior y su primera derivada; y así 
tendríamos 

ço(Z)=Z2 +pZ+q=0 ..............................(18) 
91(Z)2Z + p = 0 	...............................(19) 

Eliminando a Z entre (18) y  (19) 

p2 -4q=0 ................... (parábola). 

De modo que todas las rectas del abaco de fig. 19 son tangentes a la 
parábola 

PI - 4q = O 
Cuando al buscar un valor determinado de x en la ecuación 

de la forma general 	x2  +px + q = O para valores dados de 
p y q no se encuentre el cruce preciso de dos rectas, sí se puede 
saber, al menos, entre qué valores estarán sus raíces. 

(C)—Cubos del prismoide y el tronco cuadrangular recto terminado por un plano 
alabeado. 

a)—Prismoides. 
Pueden definirse como los sólidos geométricos comprendidos en-

tre dos poligomos planos, paralelos cualesquiera, y cuyas caras late-
rales son planas o alabeadas. 

Así, el sólido de la fig. 20 representa un 
prismoide, si ABC y AiBiCiDi son 
dos polígonos paralelos. 

La cara triangular C Di Ci es plana, 
y también lo sería la cara A Ai Bi B si 
AB fuese paralela a Al Bi; B Bi Ci C 
y A C Di Ai son generalmente superfi-
cies alabeadas, engendradas por rectas que 
se mueven sobre las aristas del prismoide 
conservándose paralelas a los planos poli 
gonales del sólido, que hacen en tal caso A 
el papel de planos directores. 

La distancia entre las bases paraleL se 
llama la altura del prismoide. 

Volumen del prismoide. 

cJ 

Sea el prismoide de la fig. 21 cuyas caras paralelas son : ABD 
base inferior, (Bi); A'MNO, base superioi (Be) 
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Su altura la llamaremos Ji 
Proyectamos la base inferior sobre la superior en la dirección 

AAi y obtenemos el triángulo Al Bi D 
Se traza B1M y se forma luégo 

el paralelogramo MB1DiR. 

o 	Finalmente se unen RN y D10. 
Trazando luégo 	B B, 	D R, 

D / 	D Di, vemos que el prismoide que- 
(1') 	da dividido en los siguientes sólidos 

A: 	 " Un prisma 	De bases ABD, A1B1D1 

	

(c) , 	 que llama- 
remos P 

	

¡1/ 	 de altura Ji, 
11/ 	 y cuyo yo- 

lumen es 	vi h. P 
/ 	 Una caña 	De base 

B'DIRM 
que llama-
remos C, 
arista BD, 

	

1,9 21 	 altura Ji, y 
cuyo volu- 
men es 	Vi --.0 

Una pirámide De base R Di O N que llamaremos p, 

de altura Ii, y cuyo volumen es ....... ....... V=-.p 

Tres piramoides, así 

Caras planas 
triangulares 

Cara plana 
rectangular 

Cara de super- 1 
ficie alabeada Volumen   

EIdeAiBiM=piAiBiBA A1 MBAVIi. 
BiMB 4-2p1 

El de MRN=p2 MRDB M N D B 
R N D 

¡ 	El de Al Di O=pa Al  Di DA Al  O DA y - ) 	 D1OD 
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Para el volumen total 

í6 	 P+ íl 

3C 	C+2C+.... 	C+ 	- 	+.... 

p+ p+.... 	pl- H -  l- - 
h 	 h V= 	 4 

3pi 	pi+2p'+....) 	 +.... 

1 3p2 	1 p.2 + 2p + .... 1 	1 p + 	11 + .... 

3p 	 p+ 	
P3 	

•••• 

En la tercera igualdad se observa 
La primera columna vertical de valores representa las bases su-

periores, B, de los diversos sólidos en que se divide el prismoide. 
La segunda columna vertical de valores, cuatro veces sus seccio-

nes medias, o bases medias que llamaremos Bm 
• La tercera columna vertical de valores está formada solamente 

por la sección P, que representa todas las secciones inferiores de 
los diversos solidos del prismoide, que llamaremos B 

De aquí que: 

V =B. + 4B 	+ B) 	...........................................(20) 

Tal es la conocida con el nombre de fórmula prismoidal para cálculo 
de volúmenes. 

Como puede observarse ella es aplicable al volumen de cada uno 
de los prismas, cuñas, pirámides y piramoides del prismoide estu-
diado. 

Es especialmente singular la forma general de esta fórmula para 
hallar el volumen de una gran cantidad de sólidos. 

Así, que es aplicable, entre otros, al volumen de los siguientes 

1—Al prisma y al cilindro. 
2—Al cubo, la esfera, y el segmento esférico a una, o dos bases. 
3—A la pirámide y el cono. 
4—Al piramoide y la cuña. 
5—Al prismoide y el conoide. 
6—A los elipsoides de revolución y sus segmentos elipsoidales, a 

una o dos bases. 
7—A los paraboloides e hiperboloides de revolución, y sus segmen 

tos, como en el caso anterior, a una o dos bases. 
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b)—El tronco cuadrangular recto terminado por un plano alabeado. 
Se llama así al sólido prismático de la 

fig. 22, en que la cara inferior ABCD 
es plana; y las aristas 

ti 	 AA'=a 

	

'1 	 CC'=c 

	

__/;4 	 DD'd 

de longitudes cualesquiera, forman caras 
laterales planas perpendiculares a la sec-
ción recta ABCD. 

La base superior formada por el cua-
drilátero gauso Al B' C' D' es un pla-
no alabeado, engendrado por la recta 
MN, por ejemplo, al moverse sobre los 
lados Al D' y B' C' paralelamente 
a un plano que a su vez lo sea a las lineas 
Al B' y C' O' (que en adelante ha- 

-- C maremos el plano director). 
Si se trazan las diagonales B' D' y 

Al C' (la primera por encima de la se-
gunda, en este dibujo), estas dos líneas, 

- - 	 D 	con las cuatro del cuadrilátero de vérti- 
ces Al, B', C', D', forman un tetraedro 

A 	 con dichos cuatro mismos vértices. 
Un plano vertical, paralelo al plano director citado, por un punto 

M cualquiera de Al D', corta al tetraedro según el paralelogramo 
MmNn; ya sabemos que este último sólido, está dividido en otros 
dos equivalentes, por el plano alabeado de la línea MN, como en 
el ejemplo de la figura 14. 

Volumen del tronco cuadrangular de secciones recta, y alabeada. 

Tracemos las diagonales de la sección recta, AC y BD 
Sean 

A—el valor del área DAB 
B—el valor del área ABC. 
C—el valor del área BCD. 
D—el valor del área CDA. 
V—el volumen por hallar. 
y—el volumen del tetraedro de vértices Al , B' , C' , 

Los dos troncos prismáticos de bases BAD = A, BCD = C y 
aristas a, b, d y b, d, c, respectivamente, suman el volumen: 

(21) 
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Similarmente los dos troncos prismáticos de bases ABC = B, 
CDA = D , con las respectivas aristas anteriores darán el volumen 

+ c +a) + 	(d + a + c) = y - 	 .... ................ (22) 

De las igualdades (21) y (22) por suma se deduce 

V=--{A(a+b+d)+ B(b+c+a) + C(c+d+b) + D(d+a+c)1 .(23) 

Muchos otros sólidos de formas raras se obtienen de este prisma 
cuando se anulan una o varias de sus aristas. 

Se enumeran a continuación los de más ocurrencia en cubo de 
materiales por remover para trabajos en construcciones de ingeniería. 

Caso primero. 
Cuando la base ABCD es un trapecio. 
Supongamos que en fig, 22 AB es una arista paralela a CD 

y la distancia entre ellas es h' . Entonces los triángulos de áreas 
A y B son equivalentes entre si, así como los de áreas C y D. 
Esta condición en (23) daría para el volumen del sólido en estudio 

Vi= íA(2a + e + 2b + d) + C(b +2d+ a +2c)~ ............. (24) 

Caso segundo. 

Arca ABCD trapezoidal como en el caso 
anterior, y las aristas a y d nulas. 

El sólido toma entonces la forma de la figu-
ra 23. 

Tiene todas sus caras planas menos 
A B' C' D que es un cuadrilátero gauso de 
superficie alabeada. 

Y como quiera que las caras A B B' y 
D C C' son planas y paralelas, el sólido 
en estudio es un prismoide. 	 DD 

Su volumen se obtiene, haciendo en (24) A 
d=O; y así tendríamos: 	 f23 

1 

V2= -[A(c+2b) + C(b+2c) j=j-[a'(c+2b) + b'(b+2c)] ...........(25) 

llamando las líneas AB = a', y CD = b' 

Caso tercero. 
Cuando en el caso anterior DC = b' se hace nula. 
Entonces tendremos el sólido de la fig. 24 que difiere de un pi-

ramoide en que la cara plana anotada B B' C' C no es un parale-
logramo. 
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Haciendo en (25) b' - O tendríamos: 

V i= -Ç ' c + 2b) .....................................................(26) 

Cuando en el caso estudiado CC' se 
vuelve una arista nula, el sólido queda reduci-
do a una pirámide de base triangular, y  (26) 
quedaría en c,  

a'h'b 	1 
6 	3 V'=---= b xABC 	

/ 	

7L Caso cuarto. 	 / 
Cuando la base ABCD es un rectángulo, 	'- - 

cuya área llamaremos B,. " 
Entonces l a s áreas antes denominadas 

A, B, C y D son iguales entre sí, y, 

además, a 
Br
----,  cada una de ellas. 

Estos valores en (23) darían 

V4Br '1  .........................................(27) 

O sea: 
que el volumen buscado es igual al área de la base multiplica-
da por la media aritmética de las aristas. 

Por la forma sencilla de este último vol vmen,  es este cuarto caso 
el que se utiliza con más ventajas en el cálculo de volumen de mate-
riales en estudios de construcción. 

(0)—Casos de aplicación en la práctica de ingeniería. 

El prismoide y el prisma cuadrangular recto de terminación ala-
beada, con todos sus sólidos derivados tienen continua aplicación, es-
pecialmente en el cubo de materiales por remover en la construcción 
de vías de comunicación. 

El piso de una vía, en su forma más primitiva de construcción 
está formado por una superficie plana, de aspecto rectangular, pues 
es generalmente un plano de ancho uniforme a lo largo del eje de la 
vía. 

Por asuntos de técnica de construcción, el eje de una vía, corta 
las colinas, vertientes o contrafuertes de las montarías, y pasa por so-
bre las hondonadas que los separan. En el primer caso la vía se dice 
ejecutada en corte; y en el segundo en terraplén. Estos terraplenes se 
construyen con los materiales procedentes de los cortes. 

La sección transversal, normal al eje de una vía, en corte, pre-
senta la forma de la fig. 25. 
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AB, es una línea horizontal, que representa 
el ancho de vía; AA' y BB', son las líneas 
de intersección de las sección transversal con 
dos planos laterales, cuya inclinación sobre el 	 rY 

plano del piso de la vía, depende de la consis-
tencia o cohesión de los terrenos, y se llaman los 
planos del talud, o simplemente taludes. 	 25 

Al B' es la intersección de la sección trans- 
versal con la superficie del terreno. Es una línea irregular que para el 
cálculo de cubicaciones ha de asimilarse a una línea poligonal, plana, 
A'mB' en este caso. 

La sección transversal, nor- 	A 

mal al eje de una vía, en terra- 
plén, presenta la misma forma 
de la anterior fig. 25, pero in- 
vertida, como se ve en la figu- 
ra 26.  

AB es una línea horizontal que, como antes, representa el ancho 
de la vía; A A' y B B', las lineas de intersección con los planos 
del talud, cuyas inclinaciones con el plano del piso, dependen del án- 
gulo natural de reposo del material de los terrap1enes. 

Para las tierras comunes este ángulo se aproxima al valor 
O = 3311  grados; para las arenas muy secas 0 = 400  a 450  grados; 
para los lodos O = 0° (cero grados). 

Al B' la superficie del terreno, en este caso asimilable como an- 
tes en la fig. 25 a la poligonal A'mizoB'. 

En terrenos de muchas irregularidades superficiales, o accidenta- 

¿ 
ciones topográficas, la construcción de vías de comunicación, está 
formada por una sucesión de cortes y terraplenes, que presentan el 
aspecto de la fig. 27. 
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a b c d e es una curva de nivel en la superficie dl terreno, 
formado por las colinas de salientes en b y d, y el cañón u hon-
donada representado en c 

A1 Bi es el ancho de la vía. 
Al Bi Mi Ni, y As Bi Mi N3, secciones en corte. 
Ai B2 M2 Ni, sección en terraplén. 
Para el cálculo del volumen por excavar en un corte, o por llenar 

en un terraplén, se considera cada una de estas estructuras dividida 
en una serie de secciones verticales, normales al eje de la vía, y a 
poca distancia unas de otras (entre 5 y  10 metros); y luégo se asi-
milan los sólidos comprendidos entre dos secciones consecutivas a 
otros geométricos de volumen definido. 

Así, si en la fig. 28 
5 e representa u n 
corte, lo dividire- 

01 	primero, en las 
pZ 	secciones de que se 

1 	 ha tratado. Luégo 

J_i
ni fl. 	tomamos dos con 

/ 	\7 	 secutivas, las de 
bases Al B1 y 
Ai B2 en que la 
superficie del terre-
no está asimilada a 
las poligonales 
mi oi fi y 

	

cvrdde ttv€ 	f 	 mi 02 ¡32 /72 

J 	3 Si se une el punto 
01, por ejemplo, 

con los puntos Vi y p2; y además se consideran como aristas 
rectas las líneas del terreno mi mi y ni ni toda la superficie 
irregular del terreno puede considerarse formada por estas otras de 
definición geométrica: 
a)—El triángulo plano Oi oi pi 
b)—El plano alabeado, o parte de un paraboloide hiperbólico 

mi m2 02 0', engendrado por la línea mi oi, por ejemplo, al 
moverse paralelamente al plano A mi Oi fi B1, y apoyada 
continuamente sobre las otras dos rectas mi mi y Oi 02 

c)—El plano alabeado ni ni pi 01, engendrado como en el caso 
caso anterior por la línea ni Oi al deslizarse sobre Vi pi y 
ni fi paralelamente a un plano vertical, normal al eje de la vía, 
(plano director). 

Con las consideraciones que preceden se ha asimilado el sólido com-
prendido entre las dos secciones verticales, a un prismoide. 
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Su volumen se calcula entonces por la conocida fórmula prismoi-
dal, para lo cual basta averiguar el área de las secciones media (deli-
neada en línea punteada, fig. 28), y  extremas, así como también la 
distancia entre estas dos últimas. Con estos datos se aplica para el 
volumen la fórmula ya conocida (20). 

De esta manera se obtienen cubicaciones muy precisas, dentro 
de la aproximación requerida en los trabajos. 

Cuando el caso no requiere mucha precisión, que es bastante co-
mún, se asimila la sección media a la semisuma de las extremas, y 
entonces, usando las mismas anotaciones ya establecidas. 

- BB4B% 
Brn-- 	2 

y este valor en (20) da: 

V- 

de una gran aplicación en la mayoría de los casos que se presentan 
en esta clase de trabajos. 

Acabamos de ver una de las aplicaciones del cubo de prismoides. 
De la misma manera anotaremos a continuación otra del volumen del 
prisma cuadrangular recto de terminación alabeada. 

Antes se había dicho que los terraplenes se construyen con el 
material que se excava de los cortes; pero como no es posible aco-
modar unos y otros de modo tan preciso que exactamente el material 
de un corte alcance para todo el cubo del terraplén, en muchas oca-
siones queda faltando material para completarlo, y entonces debe to-
marse de otra parte. 

Se practican entonces excavaciones en los lugares más cercanos 
al terraplén, de forma especial, que son conocidas con los nombres 
de fosos de préstamo; y es necesario saber cuánto material se debe 
excavar, de acuerdo con el que falte para terminar el terraplén. 

Cada foso de estos consiste en una excavación en forma de hoyo 
en el terreno, limitado por un fondo plano, y horizontal, paredes pla-
nas verticales, y la superficie del terreno. 

Ejemplo de un foso de préstamo se ve en la fig. 29. 
Sean a, b, c, d, cuatro puntos en la superficie del terre-

no, y a', b', c', d', sus proyecciones sobre el plano horizontal 
P colocado a determinada profundidad. 

Este plano, limitado en el cuadrilátero a'b'c'd', los cuatro pla- 
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nos verticales de trazas sobre P, marcadas a'b', c'd', b'e', d'a', 
y !a superficie del terreno comprendida entre ellos, forman el foso. 

Para cubicarlo conviene dividirlo en varios otros de forma aná-
loga. 

Si trazamos d os rectas 
m' n' y o' p', que se 
cruzan dentro del cuadriláte- 
ro a' b' c' d', 	para divi- 
dirlo en otros cuatro, por 
ejemplo, y levantamos por 
líneas verticales estos pun-
tos a la superficie del terre-
no, encontraríamos sobre 
esta última los otros m, n, 
o, p y s. Unidos todos 
estos puntos de la superfi-
cie, que se consideran a cor-
ta distancia unos de otros, 
en la forma de fig. 29, obte-
nemos cuatro cuadriláteros 
gausos que sirven de super-
ficie terminal alabeada a cua-
tro prismas cuadrangulares 
de sección recta y cuyo vo-
lumen ya estaba estudiado. 

Para simplificar y genera- 
lizar este problema, los pun- 

bgr z9 	a, 	o, 	s, 	ni; o, 
d, n, s, etc., deben escogerse de tal modo que sus proyeccio-
nes sobre P, formen rectángulos o cuadrados, pues en tal caso, 
el volumen de los ¡irismas es simplemente igual al producto de su 
sección recta multiplicada por la media aritmética de la suma de sus 
aristas verticales. 

Si se escogen en la superficie del terre-
no una serie de puntos, de tal modo que 
se proyecten horizontalmente en cuadra-
dos de lado 1, el volumen de los di-
versos prismas formados tiene una expre-
sión muy sencilla. En efecto: sean los 
puntos de la fig. 30 que suponemos se 
proyectan horizontalmente en cuadrados 
de área ¡2 

Si llamamos a', 02, etc., las cotas o alturas de estos puntos 
sobre el plano horizontal del fondo, y además hacemos: 

a 
2--  T 	Jb &4 

CIL

bi-----__--- 

liq 30 
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Ae = (al + ai + di + d4) 
Suma de las cotas de las cuatro esquinas. 

A = ( a + a + b4+ C4+ etc.) 
Sumas de las cotas externas comprendidas entre las de las 
esquinas. 

Ai=(b2+b+C2+C3) 

Suma de las cotas intermedias. 
V=El volumen buscado. 

V12(Ae-HAe+Ai) 

Estafórmula es fácilmente comprobable haciendo la suma de los 
diversos prismas que forman el sólido total. 

Bogotá, enero 15 de 1933. 

Juan de D. Higuita 


