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Introducción

El texto que sigue es una elaboración y ampliación por los dos últimos au
tores de las notas de clase presentadas por el primero a estudiantes del curso
de Algebra Abstracta del Programa de Pregrado en Matemáticas de la Uni
versidad Sergio Arboleda de Bogotá. El presente volumen está básicamente
dedicado a la teoría elemental de los grupos.

De hecho, sólo la segunda parte, capítulos 2 a 8, fue- presentada deta
lladamente en las clases. La primera parte, capítulo 1, fue redactada para los
propósitos de referencia, y contiene las nociones básicas indispensables para
el resto del trabajo sobre la teoría de los conjuntos y los sistemas numéri
cos clásicos (números naturales, enteros, racionales, reales y complejos), in
cluyendo nociones elementales de aritmética. Esta primera parte suministra,
además de instrumentos, ejemplos concretos del material más abstracto de
las segunda y tercera partes, y puede constituir de por sí la base para un
curso de un semestre sobre los temas citados arriba y sobre la generación
de estructuras abstractas. Es razonable suponer, sin embargo, que su con
tenido es suficientementebien conocido por los estudiantes del primer curso
de Algebra. La tercera parte, capítulos 9 a 12, dedicada a grupos y resul
tados especiales, es de un nivel más elevado que el de las otras dos y fue
incluida para beneficio de los estudiantes más sobresalientes del curso, que
pueden encontrar en ella técnicas y resultados relativamente avanzados que,
sin embai-go, constituyen aún material indispensable para una comprensión
aceptable de los métodos de la teoría moderna de los grupos, y que, de ser
cubierto totalmente en un curso, haría de éste un primer curso al nivel de
posgrado.

La segunda parte pretende familiarizar al estudiante con las nociones y
desarrollos básicos de la teoría de los grupos (grupos, sul grupos, subgrupos
normales, grupos producto y grupos cociente, homomorfíae isomorfi'a), con
algunas consideraciones sobre el problema de la existencia y las propiedades
estructurales de los grupos abelianos finitos, y con un examen más o menos
detallado de los grupos finitos de permutaciones, que no sólo suministran
ejemplos significativos de grupos no abelianos, sino que son indispensables
en cualquier estudio serio tanto de estos últimos objetos como de muchas
otras partes del álgebra moderna. También incursionamos en esta parte en
la teoría de Sylow en el caso conmutativo, más accesible de lo que lo es en el
caso general. La exposición de esta segunda parte es, dados sus objetivos,
pausada, detallada y rigurosa: todos los resultados que se mencionan, y



sobre todo aquellos que son indispensables en desarrollos posteriores, se
demuestran cuidadosamente. Hemos procurado que cada capítulo contenga
al menos un resultado significativo y no del todo trivial, pues un primer
curso de álgebra, y especialmente uno dedicado a la teoría de los grupos, es
un marco excelente para ir familiarizando a los estudiantes con el poder y
omnipresencia del método deductivo en matemáticas y con alguna.s de sus
características más relevantes. Asimilar las nociones y resultados básicos
de esta parte es, como lo hemos mencionado, indispensable para cualquier
estudio posterior de la teoría de los grupos y, de hecho, para el de muchas
otras partes del álgebra. En particular, es indispensable para una buena
comprensión de la tercera parte.

Debemos advertir al lector que hemos dejado por fuera de nuestras con
sideraciones al menos dos capítulos notables de la teoría de los grupos. El
concermente a las llamadas series de composición y los importantes resul
tóos de Schreier, Zassenhaus y Jordan-Hólder sobre las mismcis (aunque

go mencionamos de ellas en el capítulo 12), y el relacionado con los de-
ónfinados grupos libres (sobre los cuales algo decimos en el capítulo 11).

razón para excluir estos temas tiene que ver con el grado de exigencia
e los mismos. Del primero, no tanto en su desarrollo (al fin y al cabo,

ap clones ingeniosas de los teoremas de isomorfía) como en su significado
y Objetivos (describir en forma precisa cualquier grupo en términos de los

anos grupos simples, algo que los principiantes pueden no estar listos

c^o dimensión), ydel segundo, no tanto en su signifi-oyobjetivos (construir, o lo que es equivalente, establecer laexistencia
^upos sobre medida), como en su desarrollo (notablemente abstracto:

®os, palabras, generadores y relaciones, etc.). De usarse el presente
en o como base para un curso de posgrado, algo habría que hacer con

respecto a estas omisiones.

CÜada capítulo contiene im número apreciable de ejercicios, la mayor
P e e os cuales se resuelve por aplicación directa de los desarrollos del

^re^^° úrcluye yde los resultados más básicos de los capítulosprevios. gunos contienen ejemplos y contraejemplos que es conveniente
conocer, s razonable esperar que el lector intente resolver algunos de ellos,

Afí M poner a prueba su comprensión del material tratado. Los másci es (en el criterio de los autores, lo cual no deja de ser subjetivo) están
marcados con un asterisco (*) y, a veces, con dos (**). En opinión de los
autores, estos ejercicios pueden omitirse en im curso de pregrado, pero sería
aconsejable que se los considerara siempre en uno de posgrado. (En gene

ral, un asterisco previo a un lema, teorema, corolario, etc., indica que este
presenta alguna característica que puede hacer conflictiva su comprensión o
asimilación en un primer contacto con tal material.)

La presentación que hacemos (y que esperamos que ocupe unjusto medio
entre un texto divulgativo y un tratado sobre los grupos, compartiendo las
virtudes pero no los defectos de tal tipo de documentos) ha sido altamente
influida por la de los excelentes libros de I. N. Herstein [15] y [16]. De hecho,
puede decirse que la nuestra es en esencia una elaboración del material de es
tas obras, presentándolo en forma algo más detallada, con el fin de adaptarlo
a las necesidades de nuestros estudiantes y al estilo de los cursos en nuestras
universidades. Esperamos así haber comunicado suficientes conocimientos
técnicos sobre el tema para permitir autonomía de pensamiento en el mismo
sin pretender crear un erudito. Otros textos han tenido también influencia,
como es fácilmente detectable, aunque de una manera más local. Esto es
evidente de los magníficos libros de T. W. Hungerford [17], S. Lang [20], J-
Rotman [22] yB. L. Van der Waerden [26], aunque todos ellos son de un nivel
más avanzado que el nuestro. También se han consultado, con gran benefi
cio, el texto de J. F. Caycedo [6] y las notas del curso que sobre la teoría
de los grupos imparte el Profesor V. S. Albis en la Universidad Nacional
en Bogotá, a quien agradecemos habernos puesto a nuestra disposición el
contenido total de las mismas, incluyendo material aún no publicado.

Hemos procurado que tanto la notación como la terminología sean las
más usuales. En cuanto a la primera, tal vez sólo las expresiones A := B o
B =: A, que indican que A se define en términos de B, son algo exóticas.
En cuanto a la segunda, hemos preferido el lenguaje clásico, tal vez un
poco anticuado, de los años 30 y 40 del Siglo XX, antes de la teoría de las
categorías y el algebra homológica hicieran su impacto (a comienzos de los
años 50).

Es de esperar que el presente libro, que sólo contiene el primero de dos
cursos deAlgebra Abstracta que la Universidad Sergio Arboleda ofrece a sus
estudiantes de pregrado, sea seguido porun volumen adicional que contenga
lo esencial del segundo curso y para el cual también se elaboraron notas
de clase. Algo se ha planeado al respecto, y la teoría de las extensiones
algebraicas de los campos numéricos, incluyendo las teorías de Galois yde
las extensiones construidles, constituirán seguramente una de sus primeras
partes. Otras partes estudiarán las estructuras abstractas básicas, anillos
y cuerpos, así como sus propiedades aritméticas (lo cual generalizaría y



unificaría temas ya explorados para las estructuras numéricas), para termi
nar, probablemente con la teoría de Galois de los cuerpos finitos.

Parte I

Fundamentos y estructuras
clásicas



Capítulo 1

Conjuntos, funciones y
sistemas numéricos

En este capítulo fijaremos el lenguaje fundamental, el de los conjuntos,
y revisaremos las propiedades básicas de los sistemas numéricos clásicos.
Trataremos de ser breves, pues suponemos que las nociones aquí introduci
das son en alguna medida conocidas por los lectores, pero no sacrificaremos
la precisión necesaria.

La presentación que daremos se inspira en diversas fuentes, que no ex
cluyen el Libro I del tratado de Bourbaki [25] (véase también [9]), pero es
mucho más informal y muy cercana a ladada en [5], aunque más elaborada
en ciertos untos.

1.1. Conjuntos y funciones

La noción matemática básica es la de conjunto . Los conjuntos son agru
paciones o colecciones de objetos que deseamos considerar a su vez como
objetos autónomos. Los representaremos usualmente con letras mayúsculas
A B C D, E, F, G, X, Y, Z, etc. Es también frecuente referirse a ellos
como' c/oses. Si X es un conjunto, aeX significará que a es un objeto, un
elemento, o un miembro de X, y se dice que a pertenece a. X. Si a no es
un objeto de X, escribiremos a i X. Si X, Yson conjuntos, X C Y, que
se lee X está contenido en Y, significará que todo objeto de X es también
un objeto de Y. Se dice entonces que X es un subconjunto de Y, es usual
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escribir también Y" 2 -X", y expresarlo diciendo que Y contiene a X. La
notación X Y, o lo que es lo mismo, la Y ^ X, indicará que X no es
un subconjunto de Y, y será equivalente a afirmar que existe a E X tal que
a i Y.

Aunque a veces se les da un significado diferente (véase, aJ respecto,
[17], Apéndice), y aunque preferiremos el término conjunto, nosotros con
sideraremos que los términos clase y conjunto son sinónimos. Sólo usaremos
esporádicamente el término clase y usualmente en el contexto de conjunto
de conjuntos (parece más elegante hablar de una clase de conjuntos )

Dos conjuntos X, Yson iguales, X = Y, si tienen los mismos elementos,
es decir, si A" CYyYCA". Si X yY no son iguales, es decir, si X ^ Y o
^ ^ X, se dice que XyYson diferentes, y se escribe X ^ Y.

Si aes un objeto, {a} denotará el conjunto cuyo único elemento es a. Así,
SI —{a} ,x EAsiy sólo six = a. Debe distinguirse entre el objeto a y el
conjimto {a}. Si a, 6son objetos, denotaremos con {a, 6} el conjunto cuyos
umcos elementos son ay6, así que B= {a, 6} significará que x EB si ysólo
six ~a ox = b. Si a = 6ysólo en este caso será {a,6} = {a} . Dela misma
manera, si ai,a2, son objetos, A= {ai,a2, —,o.n} denotará el conjun
to cuyos elementos son ai,a2, Entonces x E A si y sólo si x = ai
para algún i = 1,2, Si P{x) es una condición sobre una variable x

^ conjunto Atal que a EA si y sólo si P (a) es una afirmacióna era, usaremos las notaciones A= {x :P (a;)} o A= {x : P (s)} para
repr^ntar tal conjunto. Se dice que Aes el conjunto de los objetos que
venjican P{x) y que P{x) es una relación colectivizante, es decir, que for
ma conjunto. Véase, al respecto, la nota relación colectivizante 1.5. Así,

« "1. • ~ »{O) í»} = {a:: X= a o íc = 6} , de tal manera que "x —a"y X—aox = b' son colectivizantes. Si P (x) es una condición en x y X
^ im ranjunto, admitiremos que el conjunto A de los objetos que verifican
la condición "x g Y i, dí \» • • ^ l • ^ j v

j . .. y siempre existe y es un subconjunto de X;

A "x E X y P (x)" es siempre colectivizante. Enugar e —{x.xeXyP (x)} es corriente escribir A= {x EX : P (x)} .
eno aremos con 0 el conjunto vacío, el cual es un conjunto sin elementos.

La raxón de introducir un conjunto vacío es en muchos aspectos análoga a
la de introducir el número Oen la aritmética elemental. Permite además in
terpretar O, en forma semejante a 1, 2, 3, etc., como el número deelementos
(cardinal) de un conjunto: Oeselnúmero de elementos de 0. Evidentemente

1.1 CONJUNTOS Y FUNCIONES

0 es un subconjunto de cuadquier conjunto A (pues de no ser así, existiría
a e 0 tal que a ^ A, lo cual es absurdo). Esto asegura que existe un único
conjunto vacío (pues si hay dos, 0 y 0', con el mismo argumento anterior
se verifica que 0 C 0' y 0' C 0). Decir que A = 0 es equivalente a decir
que no existe ningún objeto a tal que a E A. A su vez, A ^ 0 garantiza
la existencia de un a E A. Claramente A = 0 si y sólo si A C 0. Si no
existe un objeto a tal que P (a) sea verdadera, admitiremos que P (x) es
colectivizante y que {x : P (x)} = 0. Por ejemplo, (x : x 7^ x} = 0. Si A y
B son conjuntos, AU B (la unión de A y B) será el conjunto de los objetos
que están al menos en uno de Ao B, esto esAUS = {x:x6AoxG B},
y X e A UB si y sólo si x 6 A ó x € B. A su vez, A n B {la intersec
ción de A y B) será el conjunto de los elementos comunes a A y B, esto
esAnB = {x:x6Ayx€B},yx6AnBsiy sólo si x 6 A y x € B.
Si A n B = 0, se dice que A y B son conjuntos disyuntos. Claramente
ACAuByBCAUB, AnBCAyAnBCB.

Otras propiedades son:

1. AUA = A, AnA = A, AUB = BUA,
AnB = BnA, AU0 = A, An0 = 0,

2. A U B = A si y sólo si B C A,
A n B = B si y sólo si B C A, q

3. A U (B UC) = (A UB) U C,
A n (B n C) = (A n B) n C,

4. Au (B n C) = (Au B) n (Au C),
A n (B u C) = (A n B) u (A n C).

Si Ay B son conjuntos, An B, la diferencia de Ay B, el conjunto A menos
B, o el complemento de B en A, será el conjunto de los elementos de A que
no están en B, esto esA\B = {xGA:x^ B} ,yxGA\Bsiy sólo si
XEAyX^ B. Claramente A\A = 0, A\0 = A, A\B = A\(AnB),
A\ B = 0 si y sólo si AC B. Si Ay B son subconjuntoo de X, ADB = 0
si y sólo si A C X \ B. Además,

1. X\(AuB) = (X\A)n(X\B), Q2)
2. XN(AnB) = (X\A)U(XNB).

Verificaremos la segunda de tales igualdades: si x 6 X \ (A DB) entonces
X6 XyX (A nB), así que X6 XyX AoX^ B; esto es x GX\ A
o XGX \ B, y entonces x G(X \ A) U(X \ B); recíprocamente, si x G
(X \ A) U(X \ B), se tendrá que xgX\AoxGX\B, délo cual
xGXyx^Aox^B; esto implica que x GX y x ^ (A OB), de lo cual
XGX \ (A n B).
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Definición 1.1. Si a y 6 son objetos,

(a,6) := {{a},{a,6}} (1.3)

será la pareja ordenada de primera coordenada a y segunda coordenada b.

Teorema 1.1. (a, 6) = (c,d) si y sólo si a = c y b = d.

Demostración. La condición es obviamente suficiente. Para ver que es
necesaria, supongamos primero a = b, así que (a, 6)={{a}}. Como {c, d} E
(a, 6), será {c,d} = {a}, así que c = d = a. Esto implica a = c y b = d.
Supongamos ahora a ^b. Claramente {o} = {c}, así que a = c. Por otra
parte {a,6} = {c,d}, así que d = a o d = b. Pero, si fuera d = a se tendría
que d = c, de lo cual, por el argumento anterior, sería a = b = c = d.
Entonces d ^ a, y deberá ser d = b. •

Se deduce que, en general, (a, 6) ^ (6, a). De hecho, {a,b) = {b,u) si y
sólo si a = 6.

Definición 1.2. Si X y Vson conjimtos, el conjunto

X xY := {{x,y) :xEX, y E Y} (1.4)

se denomina el producto cartesiano de X y Y.

Evidentemente 0xY = Xx0 = 0. En general X xY jí^Y x X.

Si 0.1,02,Un son objetos, n > 2, se define "inductivamente"

(ai,a2,...,a„) = ((ai,a2,...,an-i) ,an) • (1.5)
El conjunto (oi, 02,...,a„) se denomina la n—pía ordenada de coordenadas
0-1,0.2,..., a^. En particular, (a, 6,c) = ((a,6) ,c) será la tripla ordenada de
coordenadas a, b, c. Como es natural, diremos que lapareja (a, 6) será la du
pla ordenada de coordenadas a, b. Se tiene que (ai, 02, «n) = (¿i, 62,..., bn)
si y sólo si a = 6i, 02 = 62,..., a„ = 6„. Si Xi,X2,..., X^, n > 2, son
conjuntos, Xi x X2 x ... x Xn será el conjunto de las n—pías ordenadas
(xi,X2, ...,Xn) donde Xi e Xí, i = 1,2, ...,n. Si n > 2, podemos considerar
que X1XX2X ... xXn = (Xi x X2 x ... x X„_i) x Xn-

Definición 1.3. Un subconjunto G deX x y se denomina una gráfica. Si
G C X xY es una gráfica y x E X, el corte de G con x, G (x), es

G(x) := {yEY-.(x,y)EG} (1.6)

1.1 CONJUNTOS Y FUNCIONES

Definición 1.4. Si G C X x K es una gráfica, se dice que la tripla
R = {X,G,Y) es una relación entre elementos de X y de Y. Se dice en
tonces que G es la gráfica de R. El conjunto X se denomina el conjunto
de definición o de partida de R y Y, el de llegada. Si (x, y) E G, es usual
escribir xRy y decir que x y y están relacionados por R.

Los conjuntos

Dom (R) := {x € X:G(x) ^ 0}, Cod (R) := (J
xex

(así que Dom(ií) - {x E X •. existe y E Y con (x,y) E G } y Cod(i?) =
{y E Y : existe x E X con (x,y) E G}), se denominan respectivamente el
dominio y el codominio de R. Si para todo x E X,G (x) es vacío o se reduce
a un punto, se dice que G es una gráfica funcional y que R es una relación
funcional. Esto equivale a decir que no existen en G dos parejas distintas
con la misma primeracoordenada, o, lo que es lo mismo, que si xRy y xRy'
entonces y = y'- Puede suceder, sin embargo, que exista x E X que no
figure en ninguna pareja de G, es decir, que G(x) = 0, así que es posible
que Dom(il) ^ X

Definición 1.5. Si / = (X, G, Y) es una relación funcional y Dom (f) = X,
se dice que / es una aplicación o una función de X en Y.

Si / = (X, G,Y) es una función de X en Y, es usual escribir simplemente
/ : X —> Y, sin mencionar a G. La razón para esto radica en que G puede
describirse fácilmente en términos de /. En efecto, para todo x E X, G (x)
tiene un único elemento, el cual se denomina la imagen de x por f y se deno
ta con / (x), así que G(x) = {/ (x)} , y entonces G = {(x,f (x)) : x € X}.
Intuitivamente, una función f : X —> Y es una ley que a cada x E X
asigna un único elemento f (x) E Y (una máquina que transforma a x en
f (x)). La noción de función que hemos dado, aunque menos "dinámica"
queesta interpretación intuitiva, contiene, sin embargo, toda la información
pertinente acerca de ésta: conjunto de definición, conjunto de llegada, gráfi
ca, dominio, codominio, etc. De hecho, cuando a una persona se le pide
que hable de una función, su primer inpulso es generalmente el de fijar su
dominio y dibujar su gráfica.

Si/lCX, B CY y f : X -^Y es una función,

/ (A) :={f(x)EY-.xEA}, (B) ~ {x E X : f (x) E B}
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se denominan respectivamente la imagen directa de ^ y la imagen recíproca
de B por f. Obviamente y € / (A) si y sólosi existe x ^ Ata\ que y = f {x)
(lo cual noexcluye que exista x' ^ Atsl quey = / {x'), así que / (x) € / (A)
no garantiza que x € A), y x € {B) si y sólo si / (x) G B.

Es claro que Dom (/) = f~^ (y) y Cod (/) = / (^) . Es costumbre en
este último caso denominar también a / (X) la imagen o el recorrido de /
y denotarlos con Im (/). Si Im(/) = Y, se dice que / es sobreyectiva. Decir
que / es sobreyectiva equivale entonces a decir que todo elemento de Y es la
imagen de algún elemento de X, es decir, que para todo y € Y existe x ^ X
tal quey = f (x).

Si B = {6}, es frecuente escribir simplemente f~^ (6) en lugar de {B)
(o sea, de ({6})). Esto puede ser causa de confusión y lo evitaremos,
pero es una práctica usual.

Si a €Dom(/), se dice que / está definida en o; si A C Dom (/), que /
tstá definida en A o sobre A.

Si / :X —y Y y g : Y —> Z, go f : X —y Z es la función dada por

gof{x):=g(f(x)),xGX. (1.8)

xt/ ~ y 5= (^) G') ^)) Is- gráfica de a o/ se denota con G' o G.Nótese que

G'oG={{x,g{fix))):xGX}

~ i^,G' oG,Z). Se dice que y o / es la función compuesta de g y
I y que G oG esla gráfica compuesta de sus respectivas gráficas.

Si GCX XF es una gráfica,

:={(y,x):(x,y)GG}cyxJ>£: (1.9)

^ también una gráfica, denominada la gráfica inversa de G. Si i? =
{X,G,Y), i?-i := (y,G-i,X) se denomina la relación inversa de R. Si
/ = {X,G,Y) es una función y G ^ es una gráfica funcional, o sea, si
(2/) a:), (y,x') 6 implican x= x', o, lo que es lo mismo, si / (x) = / (x')
implica X= x', se dice que / es una aplicación o una función inyectiva de
X en Y. Aún si / es inyectiva, puede ser que /"^ = {Y, G~^,X) no sea una
función, pues puede suceder que Dom (/~^) = / (X) ^ Y.

L

1.1 CONJUNTOS Y FUNCIONES

Si tanto / como f~^ son funciones, lo cual ocurre si y sólo si f es
tanto sobreyectiva como inyctiva, en cuyo caso se dice que f esbiyectiva,
f~^ se denomina la función inversa de /. Nótese que entonces y = f (x)
es equivalente a f~^ (y) = x. Además, f~^o / (x) = x y /o f~^ (y) = y,
cualesquiera que sean x € X, y eY.

Si Z es un conjunto, Az = {{z,z) : z e Z} se denomina la diagonal de Z
(o, más precisamente, de ZxZ). Evidentemente Az es ungráfica funcional,
e iz = {Z,Az,Z) es una función, que se denomina la función idéntica de~ \ t _

Z. Nótese que iz (2:) = x para todo x &Z. Como es claro, A^ —Az 6
1 = iz- S\ f : X —> y es biyectiva, así que f ^ : Y X es también

unafunción, se tiene entonces que / ^of = ixyf°f ^—iy- En tal caso,
f~^ es también biyectiva y (/~^) = /•

Nota 1.1. Al definirlos, hemos admitido implícitamente que garantizada la
existencia de los conjuntos X,Y y de los objetos a, b, podemos garantizar
la existencia de los conjuntos X UY, X DY, X xF, {0}, {fli b}, (a, b),
X xY, etc. También hemos admitido, menos evidentemente, que si X y Y
son conjuntos no vacíos y existe alguna regla que a cada elemento x ^ X
asocia un único elemento t (x) de Y, existe entonces f : X >Y tal que

_ r(x). En efecto, podemos formar, según lo dicho en el cuarto
parágrafo de esta sección, el conjunto G = {(x,y) : (x,y) G X x F y
y = r(x)} = {(x,y) GA" Xy :y = r(x)} y la tripla {X,G,Y).

Nota 1.2. La notación f~^ para la función inversa de / puede ser causade
alguna confusión. Por ejemplo, de acuerdo con la práctica usual, si 6GF,
f~^{b) denota a la vez el conjunto f~^ (6) y a su único elemento. Espe
ramos que el contexto evite siempre esta posible confusión. Análogamente,
es quizá más natural llamar corte de una gráfica G C X x F con un punto
XGX al conjunto {x} x G(x) que al G(x) (hágase un dibujo), pero 1^
convenciones de lenguaje son difíciles de cambiar. Además, G(x) es más
útil que {x} XG(x). Si X es un conjunto, / = (0,0, X) es una apli
cación inyectiva de 0 en X (pues no existen x,x' G0, x ^ x', tales que
y _ yí (x')). Si X = 0, / = f~^ = es la única aplicación de 0 sobre
sí mismo, y es biyectiva.

Nota 1.3. Si i? = {X,G,Y) es una relación y B ^ = (F,G
SU relación inversa, es claro que Dom (i2 =Cod(i?) y que Cod (ií )
=Dom {R). Para una relación R= (X, G, F) puede suceder que G(x) = 0
para algún x GX (en cuyo caso x ^ Dom (i?) y Dom {R) ^ X) o que
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G(x) contenga más de un punto. En general Cod(R) Y, aún si R es una
función. Si ií es una relación funcional, (Dom {R),G, Y) es una función.

Nota 1.4. Sean X,Y conjuntos, X 0 Y. Entonces podemos garan
tizar, según lo dicho en la nota 1.1, que existen a € X y 6 € V, de lo cual,
también (a,b) &X xY, así que X xY ^ 0. Recíprocamente, s\ X xY 0,
existe (a, 6) G X x y, de lo cual a G X, b E Y, y entonces X ^ 0 ^ Y.
Inductivamente se verifica también que si n > 2, Xi x ••• x Xn = 0 si y
sólo si Xi = 0 para algún ¿= 1,2,...,n.

Nota 1.5. La noción intuitiva de conjunto, tal como la hemos presentado
hasta el momento (véase [14] para un tratamiento similar) puede conducir
a inconsistencias (contradicciones) desagradables . Por ejemplo, el suponer
descuidadamente que cualquier relación es colectivizante implica en parti
cular que la relación x^ x\o es, lo cual nos lleva a hablar del "conjunto"

= {x: X^ x}, el cual conduce a la contradicción A E A sí y sólo si
A ^ A. Naturalemente, podemos salir del impase diciendo simplemente
Que X^ Xno es colectivizante, así que no existe un conjunto A tal que
a Gd si ysólo si a ^ a. Pero entonces ¿es colectivizante la relación x = x?
Es decir, ¿existe un cojunto Atal que A= {x :x —x}? El admitirlo, de
hecho, nos lleva también a contreidicciones. Para evitar esta incertidumbre,
lo mas conveniente es imponer ciertas limitaciones a la noción intuitiva de
conjunto, lo cual sehace exigiendo que éstos satisfagan ciertas restricciones,
llamadt^ axiomas opostulados de los conjuntos. Uno de estos axiomas es
e sigmente, que no sólo evita ciertas contradicciones, sino que tiene otras
consecuencias útiles (véase el ejercicio 1.11):

Axioma de los conjuntos (A.C.). Si X es un conjunto, X ^ 0, existe
AeX tal que Ar\X = 0.

Por ejemplo, del axioma (A.C.) se deduce que si A es un conjunto en
tonces A^ A. En efecto, si AGAy X = {A}, no podría existir B E X tal
que BnX = 0, pues necesariamente serían B= AyBnX = {A} ^ 0. Tal
axioma implica de paso que dado un conjunto Asiempre existe un objeto a
tal que a ^ A(tómese a = A), lo cual puede ser importante. Del Axioma
(A.C.) se deduce que la relación x ^ x no es colectivizante. En efecto, si
A= {x :X^ x} fuera un conjunto, dado que A^ A, se tendría que A E A,
lo cual es absurdo. De lamisma manera se verifica (ejercicio 1.11) que x = x
no es colectivizante. Nosotros no proseguiremos esta discusión, la cual es
el objeto de las teorías axiomáticas de los conjuntos (véanse [9], [19], [24],
[5])-

1.1 CONJUNTOS Y FUNCIONES 11

Definición 1.6. Si X es un conjunto, el conjunto de los subconjuntos de
X es

p{X):={A:ACX}. (1-10)

Claramente 0,X Ep{X), con p{0) = {0}. El conjunto p{X) se conoce
también como el conjunto de las partes de X.

Definición 1.7. Una/am¿í¿a de conjuntos con índices en el conjunto I es
un aplicación f : I —* C, donde C es un conjunto (clase) de conjuntos. Si
Ai = f (¿), es usual escribir / = (Ai)jg/.

Si (A¿)¿g; es una familia de conjuntos, Uie/^» unión de los Ai)
será el conjunto de los elementos que están al menos en uno de los Aj (con
Ut6/ Ai = 0 si / = 0). Decir entonces que x GIJig/-^» equivalente a
decir que existe i E I tal que x G Aj. A su vez, si / ^ 0, Hie/
intersección de los Aj) será el conjunto de aquellos objetos que están en
todos los Ai, y decir que x Griie/ equivalente a afirmar que x GAi
para todo i E I. Las relaciones

1. X\Ui€/^i = nie/(AxAi),
2. X \ riie/ ~ Uie/ ("^ ^ Ai),

(1.11)

válidas si I 0, y conocidas como leyes de De Morgan, serán útiles en
el futuro. Verificaremos la primera de ellas. El argumento es típico de
los usados para este tipo de comprobación: sea x GX \ Uig/ Aó entonces
x E X y Xi Ut€/ Ai. así que XGX y, para todo i EI, x i Ai-, entonces
XGX \ Ai para todo i E I, y será x GHie; ^ Ai); recíprocamente, si
Xe flie/ ^ Ai), será xGX\ Ai pai-a todo i El, y, por lo tanto, xGX
y, para todo i E I, x ^ Ai] se concluye que x GX y x ^ Uí€/Aí. así que
XG X \ Uie/ Ai-

Nota 1.6. Tal como en la nota 1.1, admitimos que al definir un conjunto a
partir de ciertos objetos o de otros conjuntos, este conjunto existe (aunque
puede ser vacío). Así, si X es un conjunto, p(X) existe yes un conjunto, y
si / ylos Ai, ¿GI, son conjuntos, también Uie/ Ai Vflie/ Ai son conjuntos,
éste último si / 7^ 0. Si J = 0, flie/ Ai "o está definido; sin embargo,
frecuentemente se conviene en darle cierto significado: por ejemplo, si todos
los Ai son subconjuntos de un mismo conjunto X, es usual (y en cierta forma
natural) tomar fliea Ai = ^ (pues si xGX, no existe ¿G/ tal que x^ Xi).
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1.2. Los números reales

Supondremos que el lector está familiarizado en alguna medida con las
propiedades básicas del sistema (R ,+, •,R+) de los números reales. Este
sistema se define pidiendo en primer lugar que la adición (+) y la multipli
cación {•) sean leyes de composición interna en R, el llamado conjunto de
los números reales (es decir, que sean aplicaciones de R x R en R). Así que
^+y y x-y {es también costumbre escribir xy en lugar de a; •^) son números
reales si x y y lo son. Se pide además que existan en R dos elementos
privilegiados distintos Oy 1 tales que

(1.12)X + 0 = X, X • 1 = X, a;€R;

que para todo x GR exista (—x) € R tal que

X-b (—x) = O

ytambién, cuando x O, exista x~^ tal que

X • x~^ = 1.

Se pide finalmente que tales leyes satisfagan las relaciones

1. X+ {y + z) = (x + y) + z,
2. x + y = y + x,

3. X• {y• z) = {x •y) • z,
4. X - y = y •X,

5. X• {y + z) = x • y + x • z. (117)
Se dice entonces que Oes el elemento neutro aditivo yque (—x) es el inverso
a de X. La ecuación a + x = b tendrá entonces la única solución

^~ (~°) (IS' cual se denota también con b—a), pues a-b (6 -b (—a)) =
"b ( u)) + = O"b 6= 6, de lo cual c = b—a es solución. La unicidad

re^u ta de observar que si también a+c= a+ c., entonces c = c', ya que
^~ ( u) +(a -b c) =((—a) -ba)-bc' =0-bc' =c', lo cual se conoce como ley
e cancelación de la adición. Se deduce que si a -b x = a, necesariamente

^ —0)ysia-bx = 0 entonces x = (—a). En particular, —(—a) = a, pues
ambos, a y —(—a), son soluciones de (—a) + x = 0.

De a-(O -b 0) = a-O +a-0 = a-0se deduce que a-0 = Ocualquiera que sea
a 6 R (pues ambos, o•Oy Oresuelven la ecuación a •O-b x = a •0). Entonces

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)
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(—a)b = —ab, y& que ambos {—a.) b y —ab son soluciones de a6 -b x = 0. De
la misma manera a{—b) = —ab, y también (—a) (—6) = ab, ya que ambos
resuelven (—a) 6 + x = 0. Por otra parte, .x •y ^ Osi x 7^ Oy y 7^ O, pues
X•y = Oimplica, si y 7^ O, que (x •y) •y~^ —O•y~^ = O= x • (y •y~^) =
.r • 1 = X. Esto garantiza que (•) es una ley de composición interna en
R* = R\ {0} (es decir, una aplicación de R* x R* en R*). Si a G R*, la
ecuación ax = b tendrá entonces la solución única x = ba~^ = a~^b (escrita

también c = - o c = b/a). En efecto, a{a~^b) = {aa~^) b = Ib = b, y
Cl

si también ac = ac' entonces c = a~^ (ac/) = (a~^a) d = d (propiedad
cancelativa de la multiplicación). Nótese que si a 7^ Oentonces a/a = 1 y
1/a = a~L Además, si a 7^ Oentonces a~^ 7^ O(pues a •a~^ = 1 7^ 0) y
(a~')~^ = a, pues ambos resuelven a~^.x = 1; y si también 67^ O, entonces
{ab)~^ = b~^a~^, pues 6~^a~^ y (a^)"' son eimbos solución de (a6)x = 1.
Se dice que 1 es el elemento neutro multiplicativo y, si a 7^ O, que a~^ es el
inverso multiplicativo de a.

Las relaciones (1.12) a (1.17) se conocen como los axiomas algebraicos
de R. La estructura de orden de R está determinada por el conjunto R-j. de
los números reales positivos. Si para A, B C R definimos

A + B

AB

-A

= {x -by : XG A, y G B} ,
= {xy : XG A,y GB},
= {—.X : XG A} ,

se pide que el conjunto M.+ tenga las propiedades fundamentales siguientes:

1.

2.

3.

4.

n (-R+) = {0},
5= R+ U (-R+),

"bR+ C R.(-,
(1.18)

Estas relaciones se conocen como los axiomas algebraicos del orden de R
(posteriormente daremos otro axioma de orden, de naturaleza más com
pleja). Si a, 6 G R, la notación a < b (léase a es menor o igual que b)
significará que 6-aGR+,ylaa>6 (léase a es mayor o igual que b), que
b< a. Como es claro, a > Oequivale a que a GR+. Decir que a G (—R+)
es equivalente a decir que a = —6, f> 6 R+, o, lo que es lo mismo, a que
—a GR+; esto último equivale, dado que —a = O—a, a que a < O, y se dice
en tal caso que a es un número real negativo. R_ := (—R+) se denomina
el conjunto de los números reales negativos. Es útil recordar que sí a € R
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entonces a € 1R+ o a € M_, y que a € IR_ si y sólo si {—a) 6 1R+, a G ]R+ si
y sólo si (—a) € E_. Las dos primeras propiedades en (1-18) se traducen
en

1. Si a < Oy a > O, entonces a = 0.
2. Si o G R, entonces a < O ó a > 0.

Las dos últimas se sintetizan en

(1.19)

Si a > Oy 6 > O, entonces a + 6 > O, ab > 0. (1-20)

Las afirmewíiones en (1-19) son aún respectivamente equivalentes a las

Si a < 6 y 6 < a, entonces a = b, (1-21)

y

Dados a, fe G M, a < b ó b < a,

lo cual se verifica inmediatamente.

(1.22)

Teorema 1.2. La relación < tiene además las siguientes propiedades:

(1.23)

cualesquiera que sean a, fe, c en R.

Demostración. (1) es clara, pues a —a = OGR+. Ahora, las hipótesis de
(2) garantizan que fe—a yc—6 están en R+, y como c—a = (c —fe) + (6 —a),
(1.20) asegura que c- oGR+. •

Nota1.7. Las afirmaciones (1.21) y (1.23) expresan que < es una relación
de orden. Si se añade (1.22), esta relación es lo que se conoce como una
relación de orden total o un orden lineal (dos elementos cualesquiera de R
están siempre relacionados o son siempre comparables). La relación (1.20)
expresa que < es en cierta forma compatible con la adición y la multipli
cación.

Nota 1.8. Para un número real a se tiene que a GR+ o (—a) GR+. Esto
implica que = a •a GR+, pues = a •a = (—a) {~o)- En particular,
1 = 1 •1 G R+. Nótese que si a G (—R+) y fe 6 R+ entonces a < b (pues
a < Oy O< fe).

Nota 1.9. Si o, fe G R, a < fe (léase o es estrictamente menor que fe) significa
que a < b y a ^ b. Como es claro, a < b si y sólo si a < b o a = b. En

1. a<a,
2. Si a < b y b < c, entonces a < c.

•r
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lugar de o < fe es también corriente escribir fe > o (léase fe es estrictamente
mayor que a). Si a > O, se dice que a es estrictamente positivo. Si a < O,
que a es estrictamente negativo.

Si i4 es un subconjunto de R, un elemento a de R tal que a "> x para
todo x G A se denomina una cota superior de A (si a < x para todo x G A,
a es una cota inferior de A). Sia GA y es cota superior de A, se dice que a
es un máximo de A (un mínimo si a GA y es cota inferior de A). Sia, fe son
ambos máximos o mínimos deA,a<feyfe<a, así que a = b. Es decir, un
conjunto A tiene, si lo tiene, un único máximo', max A (y, también un único
mínimo: mínA). Si a, fe GR, es claro que máx{a, fe} = a o máx{a, fe} = fe.
De igual manera, mín{a, fe} = a o mín{a, fe} = fe.

Si A C R, A"*" denotará el conjunto de las cotas superiores de A y A~
el de sus cotas inferiores. Decir que a G A"*" (respectivamente, a G A )
es equivalente a decir que no existe fe GA tal que a < b (respectivamente,
fe < a). Por ejemplo, R+ = Ri}; = 0 (si a GR, no puede ser a > x para todo
XGR4., pues serían a GR+, n+ 1GR+ y a + 1< u, lo cual es absurdo).
También R~ = 0, y 0"'" = 0~ = R (pues dado a GR, no existe fe G0 tal
que a < b o b < a). Por otra parte, (-R+)"*' = R+, R+ = —R+i y Oes
máximo de (—R+) y mínimo de R4..

Definición 1.8. Si A C R y A+ # 0, se dice que A es acotado superior
mente (respectivamente, inferiormente, si A~ 0). Si A"*" ^ 0 ^ A , se
dice que A es acotado.

Teorema 1.3. Un subconjunto A de R es acotado si y sólo si existe a > O
tal que —a < x < a para todo x GA.

Demostración. Supóngase que A es acotado. Si A= 0, sea a 1 (como
no existe x GA tal que x > 1 o que x < —1, entonces —1 < x < 1 para
todo XGA). Si existe x GA, sean cGA+, d GA~. Como d < x y c > x
entonces d < c. Sea entonces a el máximo de {-d,c} : a = máx{-d,c}.
Como c< o, es claro que x < a para todo x GA. Asu vez, -x -d- < «
para todo x GA, así que x > —a para tales x. Lo recíproco es trivial. •

Definición 1.9. Si o. GR, el valor absoluto de a es |íz| . max {o, u} •

Nótese que si a GR, a < máx {a, b} ,b< máx {o, fe} . Como |a| = máx {o, —a} ,
es claro entonces que o < jaj y —o, < |a|. Por lo tanto.
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1. —la| < a < |a|.

De 1, se deduce que |a| > —|a|, de modo que

2. |a|>0.

Evidentemente |0| = máx{0,0} = 0. Por otra parte, de 1, se tiene que si
lal = Oentonces O< a < O, de modo que que a = 0. En resumen,

3- lal = Osi y sólo si a = 0.

Como máx {— (—a), —a} —máx {a, —a} , se tiene que

4. |-a| = |a|.

Si |a| < bentonces máx{—a, a} < 6, así que —a < by a < b, o sea —b <
®^ 6. Por otra parte, si —fe < o < 6 entonces —a < fe y a < 6, de lo cual
fI = máx {—a, a} < b. Luego

5- |a| < fe siy sólo si —fe < a < fe.

Como evidentemente, de (1), - (|a| + |fe|) < a+ fe < la| + |fe|, se obtiene que

6- Ia + fel< lol + |fe|,

yde 6, se deduce ja] = l(a - fe) + fe| < |o - fe| + |fe|, así que |a|—|fe| < |a - fe|.
gualmente |fe| —|a| < ¡fe —a| = |a—fe|, de lo cual se obtiene que \a —b\ <

l<^l —Ife] < la —b|. De modo que 5, implica que

7- IN-|fel| < |a-b|.
Como es obvio, a>Osi a= |a|. Por otra parte, si a > Oentonces —a < O,
así que —a < a y |o| = máx {—o, o} = a. Es decir,

8. jaj = a si y sólo si a > 0.

De 8, se deduce, en particular, que ||a|| = a. Como |—a| = jaj, se tiene
también que

9. jaj = —a si y sólo si a < 0.

Teniendo en cuenta entonces que (—a) (—fe) = ab, se concluye que si afe > O
entonces jofej = afe = (—a) (—fe) = |a| jfej. Y si afe < O, de (—a) fe > O se
obtiene también que jafej = |(—a)fe| = |—aj jfej = jaj jfej. En consecuencia.

i'
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10. jabj = |a| jfel.

Nótese finalmente que |a|^ = |a||o| = a •a = a^ y que ja+ fej = jaj + |fe| si y
sólo si ja+ fej^ = (jaj + jfej)^ , lo cual ocurre si y sólo si afe = |a| jfej, esdecir, si
y sólo si afe > 0. También se comprueba fácilmente que, ja —fej = ||a| —|fe||
si y sólo si afe > 0.

Es claro que j4 C R es acotado si y sólo si existe fe € R tal que jaj < fe
para todo a € A.

Las propiedades (axiomas) tanto algebraicas como de orden que hemos
supuesto hasta ahora para R son intuitivas y muy razonables para describir
un sistema del cual se espera que sea tan rico como los números reales de
nuestra experiencia cotidiana. Hay, sin embargo, muchos sistemas numéri
cos que satisfacen todas las propiedades anteriores y que pueden ser muy
distintos de R. El sistema (R, +, •, R+) tiene, sin embargo, una última
propiedad que lo caracteriza (véase, al respecto, el ejercicio 1.39), y cuya
naturaleza es algo más sutil que la de las otras.

Axioma de caracterización de los reales (A.C.R.). Si A es un subcon-
junto no vacío de R y A"*" ^ 0, tiene un mínimo.

El axioma (A.C.R.) se atribuye a Arquímedes y se conoce también como
el axioma de completez del orden de los reales. No es un axioma algebraico,
pues no es una afirmación sobre una operación binaria, ni sobre el resultado
de efectuar una tal operación sobre los elementos de R. Sus implicaciones,
incluyendo las algebraicas, son, sin embargo, múltiples.

Si A+ tiene un mínimoy a = mínA+, se dice que a es el extremo superior
de A : a = supA := mínA+. Claramente a>x para todo re € A, es decir,
a es cota superior de A; y si b< a, debe existir x € A tal que b < x. Estas
dos propiedades caracterizan completamente a supA. Análogamente si A~
tiene un máximo a, se dice que tal máximo es el extremo inferior de A :
a = inf A := máxA".

Nota 1.10. Si A 0 y A" 0, de A" = - (-A)"*" se deduce que
(-A)"^ 0. También (-A) 7^ 0, y como -mín(-A)'*' = máx(A~), se
deduce que si A y A~ son no vacíos, A~ tiene un máximo. Es decir,
A tiene un extremo inferior. Se tiene además que inf (A) = máx(A~) =
- mín(-A)"^ = - sup (-A).
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Nota 1.11. En el axioma de caracterización de los reales es necesario hacer

dos hipótesis sobre A, A ^ 0, A"^ ^ 0, para poder asegurar la existencia
de sup^ Por ejemplo, 0"'' = My Mno tiene un mínimo, así que sup 0 no
existe. Tampoco existen supM y supIR+, pues R"*" = Rljl = 0. A su vez,
para asegurar la existencia de inf A hay que suponer que A jé: 0 y A~ ^ 0.
Para garantizar la existencia simultánea de inf A y sup A se debe entonces
suponer que A es acotado y no vacío.

l.S. Los números naturales

Definición 1.10. Un subconjunto Ade R es {finitamente) inductivo si

(1.24)1. OeA,y
2. Si a e A, entonces a + 1 € A.

Los conjuntos RyR^ son inductivos. Si {Ai)^^J es una familia de subcon-
juntos inductivos de Rcon / 7^ 0, obviamente A= flie/ inductivo.

Definición 1.11. El conjunto intersección de todos los subconjuntos in
ductivos de Rse denomina el conjunto de los números naturales y se denota
con N.

Evidentemente NCR^. De hecho NCA si A es inductivo, y si A es
inductivo y AC N, necesariamente A= N. Como Ncontiene, por ejemplo,
e conjunto N' formado por Oypor los números de laforma n 1con n e N,
y este conjunto es inductivo (O € N', y si n GNy m = n -h 1 6 N' entonces

+ 1 = (n -f1) -1-1 g pugg 71 + 1 e N), se deduce que N = N'. Es
decir, N= {0} U{n +1: n 6 N}, y como n -|- 1 = O, n GN, implica que
1 G(—N) C R_j de lo cual 1 6 R+ n R_, y así 1 = O, que es absurdo, se
deduce que laumón es disyunta. Esta observación se debe a G. Peano, y se
expresa usualmente diciendo que todo número natural m ^ Oes el sucesor
de algún otro (m = n+ 1) , pero Ono es el sucesor de ningún otro natural.
Algunos elementos de Nson entonces 0,1 = 0-t-1, 2 := 1-t-1, 3 := 2-l-1, 4 :=
3-1-1, ...,etc. Se obtiene entonces el siguiente teorema.

Teorema 1.4. Si m es un número natural entonces m > O y si m > O,
necesariamente m > 1. Es decir, no existen números naturales m tales que
O < m < 1.

íL
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Demostración. La primera afirmación es clara, pues N C R+. Si m > O
entonces m 7^ O, así que m = n + 1, n G N, de lo cual m —1 G R+ y m. > 1.
•

Teorema 1.5. Si m y n son números naturales, m n es un número
natural.

Demostración. Sea N" el conjimto de los números naturales m tales que
m + n G N para todo n G N. Evidentemente OG N", y si m G N", también
m + l G N", pues (m + 1)-Hn = (m -t- n) +1 GN para todo n G N. Entonces
N" C N y N" es inductivo, así que N = N". •

Teorema 1.6. Si m>n son naturales, m —n es un natural.

Demostración. Sea N'" el conjunto de los naturales n tales que si m G N y
n <m, existe p GN con n + p = m. Evidentemente OG N'" y si n G N'" y
n + 1 < m, m G N, dado que m = p-l-l, pGN (pues m ^ 0), se tiene que
n < p. Existirá entonces q GN tal que n-hg = p, de lo cual {n+l)+q = rn.
Entonces N'" = N, pues N'" es inductivo. •

Corolario 1.1. Si m < n son naturales entonces m + 1 < n. Lo mismo,
si m < n + 1, entonces m <n.

Demostración. Si fuera n < m -i-1, sería O< n —m < 1, lo cual es absurdo,
pues n —m G N. •

Teorema 1.7. {Principio de buena ordenación de 1
vacío, A tiene un mínimo. De hecho, inf A = mín A.

5i A C N es no

Demostración. Como OG A , A ^0- Sean a —inf A y m G A tal que
m < a +1. Entonces m -1 < o, de lo cual m -1 < n para todo n GA, osea
m n para todo n GA, así que m = minA. Además m = a, pues a m
ya que m€ A,y m< a, pues mS A~ y a = máxA~. •

Teorema 1.8. {Arquímedes). El conjunto N no es acotado superiormente.
Si a, b son reales y a > O, existe neN tal que na > b.

Demostración. Si fuera N"^ 7^ 0, existiría a —supN. Esto es absurdo, pues
existiría n GN tal que a —1 < n, de lo cual a < n -|-1 GN. Ahora, si fuera
na <b para todo n GN, se tendría que b/a GN"*". •
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Nota 1.12. Del teorema 1.8 se deduce que si o 6 M y a > O, existe n G N,
n > O, tal que 1/n < o. Si A C N es superiormente acotado y no vacío,
y si a = supA, necesariamente a 6 A; es decir, a = máxA. En efecto,
existirá n E A,n > a —1, así que n > m para todo m E A. Entonces,
n = máxA, y como n E A, n < a. Por otra parte, como n E A"^ y
a = mín.A'^, también a <n.

Un método frecuente de demostración está basado en el siguiente teore
ma.

Teorema 1.9. {Principio de inducción). Si P{x) es una afirmación sobre
una variable x, y si

1- P (0) es verdadera, y

2- P{n+ 1) se deduce de P (n) para todo n GN,

entonces P (n) es verdadera para todo n en N.

Demostración. Sea N= {nGN: P (n)}. Claramente OG N, y si n G N,
de modo que P (n) es verdadera, también P{n-\-l), al deducirse de P (n),
lo será. Entonces n + 1 GN, y será N= N. •

Ejemplo 1.1, Como aplicación del teorema anterior demostraremos que
si m G N entonces mn E N para todo n E N. Sea m G N arbitrario
pero fijo, y sea P (2) la condición "mx E N". Entonces P (0) es verdadera
(pues mO = OGN), y si suponemos que P{n) es verdadera también lo
será P (n-f-1), puesto que m(n + 1) = mn -f m GN se deduce del teorema
1.5.

Lasiguiente forma del teorema 1.9 será también usada en lo que sigue.

Corolario 1.2. Sean P{x) una afirmación sobre una variable x, m G N.
Supóngase que

1. P (m) es verdadera.

2. De la validez de P {k) para todo los k E N, m < k < n, se deduce la
validez de P (n).
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Entonces, P (n) es válida para todo n E N, n > m.

Demostración. Sea X el conjunto de los k E N, k > m, tales que P (k) es
falsa (es decir, que "no P{k)" es verdadera). Demostraremos que X = 0.
En efecto, si fuera X ^ 0, existiría n = mínX (pues X C N). Como n E X,
P (n) es falsa. Además m < n, pues P (m) es verdadera. De hecho, P (k) es
verdadera para todo m < k < n. Pero esto implica que P (n) es verdadera,
lo cual es absurdo. Entonces X = 0, y P (fe) es verdadera para todo fe G N,
fe > m. •

Usaremos el teorema 1.9 y el Colorarlo 1.1 sin mencionarlos explícita
mente.

1.4. Números enteros y aritmética elemental

Definición 1.12. El conjunto Z = NU (-N) se denomina el conjunto de los
números enteros. Si a G Z, se dice que o es un número entero.

Como es claro, decir que m G Z es equivalente a decir que m G N o
—m G N. Por lo tanto, m G Z si y sólo si m G K y \m\ E N.

Una de las propiedades más notables e importantes del conjunto Z de
los enteros se establece en el siguiente teorema.

Teorema 1.10. (Euclides). Si m,nEZ, n^O, existen q,r eZ, O<r <
|n|, únicos, tales que m = nq + r.

Demostración. Nótese que r es siempre un número natural. Podemos
suponer también que n es un natural, pues si m = nq -h r, también m =

{—q) r. Supongamos primero que m es un natural y razonemos por
inducción. Si m = O, la afirmación es evidente con q = r = 0. Supongamos
entonces que m = nq+ r, O< r < n, así que 0<r4-l<«. Sir-f-l<^)
la afirmación en m -t-1 es clara, pues m +1 = nq + {r + 1). Si r -h 1 =
entonces m-t-l = Ti(9-f-l)+0, es también de la forma deseada. Esto de
muestra la afirmación para todo m GN. Ahora, si m < Oy {~m) = nq -h r,
O<r < n, será m = n {-q) sir = Oym = n {-q - 1) + (n - r) si r >0.
Esto completa la demostración deexistencia, pues O< n —r < n. La unici
dad resulta de observar que si m, n > Oson enteros entonces nm > n, de lo
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cual nq + r = nq' + r', que equivale a.n{q —(f) = r' —r < n, es imposible
con g > g'. •

Se concluye que todo número entero m es de una y sólo una de las formas
m = 2k o m = 2k + 1, donde A: 6 Z. En el primer caso se dice que m es
por; en el segundo, que es impar.

Si m, n 6 Z y g,r € Z son tales que m = gn + r con O < r < m, se dice
que g es el cociente de dividir m por n y que r es el resto de tal división. Es
usual escribir g = g(m,n) y r = r (m,n). Nótese que si m, n 6 N, también
g € N.

Si o, 6 e Z entonces a + 6 € Z. Esto es cleiro si a, 6 € N; y si a, 6 G (—N)
entonces —(o+ 6) = (—o) + (—6) € N, de lo cual a + 6 6 (—N). Por último,
sia,66 Nentonces a+{-b) = a-b GNsi a >.bya+{—b) = —(6 + (—a)) =
—(& —a) G(—N) si o < 6. También ab E Z si a,b E Z, como resulta de
las relaciones ab = (—o) (—6) y —ab = (—a) b = a (—6). Como es claro,
0,1 G Z.

Definición 1.13. Sean a,6GZ. Se dice que a divide b, que a es un divisor
de 6, o que a es un factor de b, y se escribe a ' 6, si

1. a O

2. Existe cGZ tal que b= ac.

Se dice también que bes un múltiplo de a.

Como se verifica inmediatamente, a|6 es equivalente a cualquiera de las
afirmaciones siguientes: o1161, H ]161, lal | 6, al(-6), (-a)|6, (-a)|(-6).

Si a = Oo si a no es un divisor de 6, escribiremos a] b {a no divide 6).
Es claro que si a 7^ Oentonces a \O(pues a •O= 0) y que a 16 si y sólo si
r (6, a) = 0.

Es evidente quesi a, 6, c GZ, entonces

1. a 1o (si o ^ 0).
2. Si o 16 y 6 Oentonces lal < 161
3. Si a I 6 y 6 1a entonces lal = 161.
4. Si a 16 y 61c entonces a 1c.

i
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Definición 1.14. Sean a,beZ tales que a^ + 6^ > 0. Se dice que d es un
máximo común divisor de a y 6, si

1. d>0,
2. d 1a y d 16,
3. c 1a y c 16 implica c 1d.

La propiedad (2) expresa que d es un divisor común de a y b. La propiedad
(3) implica que cualquier divisor de a y b debe ser menor o igual que d, de
lo cual el nombre dado a d.

Si a, 6 G Z, no es evidente que exista un d G Z, máximo común divisor d
de a y 6. Sin embargo, de lo dicho anteriormente se deduce que, si existe,
es único. En efecto, si d' es otro, entonces d 1d' y d' 1d, de lo cual d = d'.

Teorema 1.11. (Bezout). 5i a, 6GZ y a^ + 6^ > O, existe d GZ, e¿ cual es
máximo común divisor de a y b. Más aún

d = ma + n6. (1.25)

donde m,n EX.

Demostración. Sea A = {xa + yb > O : x,y E Z}. Es claro que d C N,
y tomando x = a, y = b se deduce que A ^ 0 (pues a^ + 6^ > 0). Sea
d = mín i4 (teorema 1.7). Como dE A, esclaro qued > O, y existen además
m,n E Z tales que d = ma + nb, relación que asegura que si c 1a y c 16
entonces c 1d. Veamos que d 1a y d 16, lo cual completará la demostración.
Si suponemos, por ejemplo, d f a, se tiene que a = qd + r con O< r < d,
así que r = {1 - qm) a+{-qn) 6, lo cual es absurdo, pues implica que r G^4.
De la misma manera se razona si d 16. Esto demuestra el teorema. CU

En vista de su existencia y unicidad, denotaremos con mcd(a, 6) el má
ximo común divisor de a y 6 (cuando a^ + 6^ >0). La relación

mcd(a, 6) = ma -H nb

dada en el teorema 1.11 se denomina una relación de Bezout para mcd(a, 6).
Engeneral m y n no son únicos (vease el ejercicio 1.29).

Corolario 1.3. Si a, 6GZ, a^ -H 6^ > Oy d > O, d = mcd(a, 6) si y sólo si
d es un divisor común de a y b y existen m, n E Z tales que d = ma -t- nb.
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Demostración. Del teorema 1.11 sabemos que si d =mcd(a, b) entonces
d > O, d es im divisor común de a y 6 y existen m,n € Z que verifican
(1.25). Sólo resta por demostrar que si d > Oes un divisor común de a y
b, y d = ma + nb, m,n E Z, entonces d = mcd (a, b). Pero esto es obvio,
pues si c Ia y c I 6, de d = ma + nb se deduce que c | d. •

Nota 1.13. Si a,6 e Z, el solo hecho de que d = ma + nb > O, m,n E
Z, no asegura que d = mcd (a,6). Se necesita que d | a y d | 6. Por
ejemplo, 2 = 3-5 + (—1) •13, pero 2 7ímcd(5,13) = 1. Mas generalmente, si
mcd(a, b) = 1, en cuyo caso 1 = ma+nb, m,n eZ, para todo d > Ose tiene
qued = (md) o+(nd) b, y ningún real d > 1 puede ser mcd(a, 6) . Obsérvese,
sin embargo, que sz 1 = ma + nb, m,n E Z, entonces 1 = mcd (a, 6), pues
1 Ia y 1 I6.

Nota 1.14. Sia^+ 62>0yd>0esun divisor común de a y 6, entonces
d> c para todo divisor común c áe a y b si y sólo si d = mcd(a, 6) (pues
SI d > c para todo divisor c, entonces mcd(a, 6) < d, y como d | mcd (a, b),
por ser un divisor, también d < mcd (a, 6). Por otra parte, ya hemos visto
que si d = mcd (o, b) entonces d > c para todo divisor c de a y 6).

Evidentemente, 5 = mcd (10,15) y 5 = (-1) 10+ 15; 2 = mcd (14,22) y
2 = 2•22 + (-3) . 14; 1 = mcd (3,5) y 1 = 2 •3 + (-1) -5. Sin embargo,
7= 14 •3+ (-7) •5, pero 7 mcd (3,5). Nótese también que mcd (a, b) =
mcd (a, 161) = mcd(la|,6) = mcd(lal, |6|) = mcd (-a, 6) = mcd (a,-6) =
mcd (-a,-6).

Teorema I.12. Si d= mcd(a, 6) y O O, entonces mcd(ca,c6) = cd. Si
además c1a yc| 6, entonces d/c = mcd(a/c, b/c).

Demostración. En efecto, d = ma + nb, m,n E Z, y cd = m(ca) + n(c6).
Como obviamente cd \ ca y cd \ cb, entonces cd = mcd(ca, c6). También
d/c = m(o/c) + n(6/c), y como d/c € Z, d/c 1a/c y d/c \ b/c, entonces
d/c = mcd(a/c,6/c). •

Corolario 1.4. 5z a^ + 6^ > O y d = mcd(a, 6), entonces mcd(a/d, 6/d)
= 1.

Definición 1.15. Si mcd(a, 6) = 1, se dice que a y b son números primos
relativos.

a
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Nota 1.15. Como es claro, a y b son primos relativos si y sólo si existen
m, n € Z tales que 1 = ma + n6. En tal caso se deduce que si c\ a, también
mcd(c, 6) = 1 (pues 1 = {mq)c+ nb para algún q EZ).

Por ejemplo, 3 y 5 son primos relativos, y lo mismo es cierto de 8 y
21, pues 2 • 3 + (-1) • 5 = 1 y 8 • 8 + (-3) • 21 = 1. También 4 y 21
son primos relativos, pues 16 •4 + (—3) • 21 = 1. Nótese que 7 | 21 y que
1 = 16 •4 + (-9) -7 = 2-4 + (-1) •7.

Nota 1.16. Es claro que si d 7^ Oentonces d | a si y sólo si mcd(d, a) = jdj.
En particular, mcd(l,a) = 1.

Los siguientes resultados son de gran importancia en la teoría elemental
de los números, y a lo largo de todo este curso.

Teorema 1.13. 5z a | 6c y mcd(a,6) = 1, entonces a | c.

Demostración. Evidentemente existen m,n,q E Z tales que 1 = ma +
nb y bc = qa, de lo cual c = (me) a + n (6c) = (me+ nq)a. •

Corolario 1.5. Si mcd(a,6) = mcd(a,c) = 1, entonces mcd(a,6c) = 1-
Bn particular, si |a| > 1, entonces a \ be.

Demostración. Si d = mcd (a, 6c) entonces d | 6c, y como también
d I a, entonces mcd(d,6) = 1 (nota 1.15). Se concluye que d | c, así que
d =mcd(d,c) = 1 (pues d | a y mcd(a,c) = 1). •

El corolario anterior se puede generalizar.

Corolario 1.6. Si mcd(a,ai) = 1, i = l,...,n, entonces mcd(ai,a2 •••«n)
= 1. 5z |a| > 1, entonces a \ a\a2 • ••On-

Demostración. La afirmación es evidente si n = 1,2. Y si n > 2, resulta de
un argumento inductivo, observando que oi •••On = (ui •••On-i) Un- D

Nota 1.17. Se deduce que si a \ (oi -••a„)an+i, y mcd(a,ai) = 1,
i = l,2,...,n, entonces o | On+i (pues mcd(a,aia2 •••a„) = 1, y basta
aplicar el teorema 1.13).

Teorema 1.14. 5z a | c, 6 | c y mcd(a,6) = 1, entonces ab \ c.

Demostración. Sean a',b' tales que c = aa',c = 66' y m,n E Z tales que
1 = ma + nb. Entonces c = mac + n6c = (m6' + na') (ab). •

Definición 1.16. Sea p E Z tal que
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1. p > 1.

2. Si q\p entonces |g| = p o \q\ = 1.

Se dice entonces que p es un número primo. Es decir, p es un pñrno si y
sólo si p> 1 y sus únicos divisores son ±1 y ±p.

Teorema 1.15. Si p > 1, entonces p es un primo si y sólo si para todo
entero a, p \ a ó mcd(p, o) = 1, y las dos posibilidades son mutuamente
excluyentes. Por otra parte, si p > 1 no es primo, existen m > 1 y n > 1
en Z tales que p = mn.

Demostración. Si p > 1 es primo y a 6 Z entonces p \ a ó p \ a. Si pfa
entonces d = mcd(p,a) ^p, y como d \p, necesariamente d = 1. Supóngase
recíprocamente que p no es primo. Entonces existe a € Z, 1 < a < p, tal
que o Ip. Como esclaro, p | a, y sin embargo, mcd(a,p) = a 1. La última
afirmación es trivial. •

Nota 1.18. Evidentemente 2 y 3 son primos, y no es difícil verificar que
también 5 y 7 lo son.

Corolau-io 1.7. Sean p un primo y a,b enteros. Si p \ ab, entonces p | a
op\b. Más generalmente, si a\,...,an son enteros y p \ a\ ••• On, entonces
P1Oi para algún i, 1 < i < n.

Demostración. Si p{Oj para i = 1,2,..., n, entonces mcd(p, üí) = 1, así que
(corolario 1.5) mcd(p, ai •••Un) = 1. Entonces, p\ai -••On- •

Nota 1.19. Es claro que si p y q son primos, p | q si y sólo si p = q.

Lema l.l. Sea a e Z, a > 1. Entonces, eodsten números primos p\ < ... <
Pni ri > tales que

a = pi---p„. (1-26)
En particular, existe al menos unprimo p tal que p | a.

Demostración. Sea X el conjunto de los a > 1 en Z para los cuales no
existen primos pi < ... < n > 1, tales que o = pi • • •Pn- Si X ^ 0,
existe a = mínX. Claramente o > 1 y no es primo, así que existen 6 > 1,
O 1 tales que a = 6c. Como 6, c < a, entonces b,c^ X, y existirán primos
que dividen 6 y primos que dividen c. Sea pi el mínimo de tales primos
(tal mínimo existe, puesel conjunto de los primos es un subconjunto de N).

1
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Claramente pi | a y a/pi ^ X, pues a/pi < a. Existirán entonces primos
P2 < ••• < Pn. ^>2, tales que a/pi = p2 • • •Pm, y como p2 | a, p2 dividirá 6
o c, así que pi < P2. Entonces a = pi ••• Pn y a. E X, lo cual es absurdo.
Entonces X = 0, y el lema queda demostrado. •

Teorema 1.16. Si a E Z y a > 1, existen primos p\ <
enteros Q;i,...,a:n, cci >0 para todo i, tales que

a = pf •Pn"-

< Pn, n > 1, 1/

(1.27)

Tal factorización de a es además única, en el sentido de que si qi < ... < qmt
m > 1, son primos, son enteros, /Sj > Opara todo i, y también
a = -q^, entonces m = n y pi = qi, ai = Pi, i = 1,2,...,n.

Demostración. Agrupando primos iguales, la existencia de una factori
zación (1.27) es consecuencia obvia de (1.26). Demostraremos la unici
dad, haciendo inducción sobre a. Ahora, si a = pi es primo y también
a = qf^ •• •q^, entonces pi | qi para algún i (corolario 1.6), así que
Pi = Qi, de lo cual pi > gi, y si fuera pi > qi se tendría que qi 1,
qi ^ pi y gi | Pi. lo cual es absurdo. Entonces pi = qi. Esto impüca
además que 1 = • • •gm". lo cual es también absurdo si m > 2 o
Pi > l. Entonces m = 1 y = 1. Supongamos ahora que la afirma
ción es cierta para todo 1 < 6 < a, y demostrémosla para a. Supongamos
a = p^» . . •p^-» = qf1 •q^. De nuevo pi | gf^ •gm" (pues pi | a),
así que pi = qi para algún 1 < i < m, de lo cual pi > gi. Análogamente
qi = pj para algún 1 < J < '•i. de lo cual gi > pi. Entonces í = j = 1 y
gi = Pi, así que 6= Pi '̂'̂ P2^ •••Pn" ~ ^^2^ ''' ^omo 1< 6< a,
esto implica que m = n, que ai —1 = Pi —l, oc2 = p2, •••,Oín = Pn YQue
Pi = gi. —,Pn —Qn- Entonces m = n, pi = qi y ai = Pi, i = 1,2,..., n. •

Dada su importancia, el teorema anterior se conoce como el teorema
fundamental de la aritmética.

Nota 1.20. Es claro que del teorema 1.16 se deduce la unicidad de la fac
torización (1.26), pues agrupando términos iguales, una factorización (1.26)
es obviamente equivalente a una (1.27).

Nota 1.21. Si a 7^ 0,1, |a| admite una factorización única de la forma
\a\ = . . . p«", n > 1, pi < ... < Pn, a» > Opara todo i. Se dice
que tal descomposición es la factorización de a en potencias de primos o,
también, la descomposición primaria de a (si a 7^ O, un factor primario de



28 CAPÍTULO 1. CONJUNTOS, FUNCIONES Y SISTEMAS NUMÉRICOS

a es vm divisor m de a de la forma m = p", donde p es un primo y n > 1
es un entero). A su vez, la factorización |a| = pi • • •Pmy donde m > 1
y Pi < ••• < Pm son primos, se denomina su descomposición en factores
primos o, simplemente, su descomposición prima. Nótese que si a < —1,

Pm-
a = •P"" y a = -Pi

Nota 1.22. Si |a| > 1y el conjunto {pi, ...,Pn} contiene los factores primos
de a, |a| puede escribirse en la forma

|a| = pf •pT, oci> O, i = 1,2,...,n. (1-28)

Como es claro, Oj > Oen (1.28) si y sólo si pi es un factor primo de a.

Del teorema 1.16 se deduce el siguiente corolario.

Corolario 1.8. Si |a| = p"^ ••-p®" y |6| = pf^ • ••Pn", donde los pi son
primos y oii > O, /3i > Opara todo ¿= 1,2,...,n, entonces

mcd (a, b) —pj^ •

donde 7i = mín{ai, A}, ¿=1,2,..., i,n.

Pn" (1.29)

Demostración. Si c = pj^ •pTlf, es claro que c | a y c | 6, y si a' =
a/c, í/ = 6/c, es también claro que si Pi \a' entonces Pi f y recíprocamente,

que ningún primo p divide simultáneamente a, a' y b'. Esto implica que
'̂ od(a', f) =1yasí mcd(a, b) = c. •

Si a, 6e 2 ya6 ^ O, se define el mínimo común múltiplo mcm(a, b) de
a y 6 por

\ab\
mcm(<',6)=¿,<,d(a,6)'

así que si |a| = ... pan y |j,| _ donde los pi son primos y
^0,Pi> o, entonces

(1.30)

mcm(a,6) =p^i . --p^, = máx{at, A}. <i <n, (1.31)

como resulta inmediatamente de observar que máx.{ai,0i} + mín{a;i,/?i}
= oci + Pi, ¿ = 1,2, ...,n.

Teorema 1.17. Si a,b e Z y ab ^ O, m =mcm(a, b) es un múltiplo tanto
de a como de b\ y si n es un múltiplo tanto de a como de b, n es un múltiplo
de m. En particular, m < |n|.
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Demostración. Evidentemente m =mcm(a, b) es un múltiplo de <z y de b,
pues si d = mcd (a, 6), entonces m = a(±6/d) = (±a/d)6. Además, si
n > O es un múltiplo tanto de a como de b entonces d | n, y tanto (a/d)
como (6/d) dividen a (n/d). Como además mcd(a/d, 6/d) = 1, también
Ici6l TTl

= — divide a (n/d) (teorema 1.14). Entonces m I n, y así m <n. •
d^ d

El teorema anterior explica la razón del nombre mínimo común múltiplo.
Es frecuente convenir en que mcm(o, 0) =mcm(0,0) = Opara todo a € Z.

Es de esperar que el lector esté familiarizado desde sus estudios básicos
con los procedimientos para obtener las descomposiciones prima y primaria
de un entero y para calcular los máximos divisores y los mínimos múlti
plos comunes. Para finalizar esta sección, presentamos el siguiente famoso
teorema de Euclides.

Teorema 1.18 {Euclides). El conjunto de los números primos es infinito.

Demostración. Supóngase, por el contrario, que sólo existen finitos primos
Pi, •-•>Pn, y sea a = (pi •• -Pn) + 1- Debe existir al menos im primo p tal
que p I a (lema 1.1). Pero evidentemente p Pi, i = 1,2, ...,n, pues p t 1-
Esto es absurdo. Entonces, deben existir infinitos primos. •

Para las nociones precisas de conjunto finito e infinito, véase la sección
1.11. Para un tratamiento de los enteros, análogo al que hemos dado, véase
[15].

1.5. Los números racionedes

El subconjunto Q = {o,/b '. a,b &h, 6^0} de Kse denomina el sistema de
los números racionales. Si r € Q, diremos que r es un numero racional.
Recordamos que afb = —= ab~^. Supóngase un momento que a,b,c,d
son números enteros. Nótese que a/b = (—a) / {~b), lo cual implica que
todo número racional se escribe en la forma a/b con 6 > 0. Como es claro,
a/b = c/d si y sólo si od = be (con bd 0). Como

a c _ ad +be
6 d bd

(1.32)
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a c

b'd
ac

bd'
(1.33)

se deduce que (+) y (•) son clausurativas en Q, es decir, que r + r' y rr'
están en Q si r y r' lo están. Nótese que 1 = 1/1 G Q y O = 0/1 € Q.
Como —(a/6) = (—a) /6, se deduce que si r 6 Q entonces (—r) e Q. Como
también (a/6)~^ = 6/o si a/6 7^ O, osea, si a O, entonces r~' € Q si r 6 Q
y r ^ 0. Finalmente como acjbc = 0/6 si c 7^ O, se tiene que si mcd(a, b) = d
entonces a/6 = ad~^fbd~^ y, como es claro, mcd(ad~^, 6cí~^) = 1. Es decir,
todo número racional r se escribe en laforma a/b con b > Oy mcd(a, 6) = 1.
Se dice en tal caso que a/6 es la forma reducida de r.

Lema 1.2. Si ACZ es superiormente acotado y no vacío, y si a —sup^4,
entonces a& A\ es decir a = máx A.

Demostración. En efecto, a —1 no es cota superior de A, así que existe
71 € j4 con a —1 < n, de lo cual o < n + 1. Esto implica que m < n + 1, o
sea que m <n, para todo m E A, así que n = máxyl. Pero a < n, pues n
es cota superior de j4; y también n < a, pues n E A. Entonces a = n E A y
a = máx A. •

Definición 1.17. Si a € K, definimos

[aj := sup{m GZ : m < a}. (1.34)

Se dice que [oj es el mayor entero en a. También, que [aJ es la parte entera
de a.

Nota 1.23. Nótese que como no es posible que a < m para todo m G
Z (pues sería —a > —m para todo m G Z y, por lo tanto, —a sería, en
particular, una cota superior de N), siempre existirá m E Z, m < a, así que
el conjunto en (1.34) es no vacío. Como además a es cota superior de tal
conjunto, [aj está bien definido y, en virtud de lema 2, [aj pertenece al
conjimto de la derecha en (1.34). Se tiene entonces que [aj g Z, y que
[oJ < a < [oj + 1, o sea que a —1 < [aj <0. De hecho, m = [aJ si y
sólo simGZym<a<m+lo,lo que es lo mismo, si y sólo si m G Z
ya —l<m<a. En efecto, esta última relación implica obviamente que
[aJ - 1< m < [aj, o sea, que (aj < m < [aj.

Teorema 1.19. Si a, 6 G R y a < 6, existe r G Q tal que a < r < b.
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Demostración. Sea m G N tal que m (6 —a) > 1. Entonces [maj < ma <
mb —1, de lo cual ma < [maj + 1 < mb, y así a < ([maj + 1) /m < 6. •

El teorema 1.19 tiene implicaciones importantes en diversas áreas de la
matemática (especialmente en el denominado análisis matemático).

1.6. Dos notaciones útiles

Sean ai,a2, ...,a„ números reales, n > 1. Escribiremos

n

^ ]a^ = ai + a2 + ... + a^.
fc=i

En particular, = "ii Z)fc=i Ofc = oi + 02-
Convendremos en que

Y^ak = Ylak.
k=n k=l

Sil <l <m<n, entonces X) = "i + "/+i + —+
k=l

De igual manera definimos

J][ afc = ai •a2 •••Un.
*:=!

1 2

En particular, H ' O ""2 y convendremos en que
fc=l k=l

fc=n fc=l

Si 1 < ¿ < m, entonces Yl = 0,1 •«i+i • • •cin
k=l

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)



32 CAPÍTULO 1. CONJUNTOS, FUNCIONES Y SISTEMAS NUMÉRICOS

1.7. Los números irracionales

Si a G E, definimos inductiveimente

a® := 1, (a ^ 0); := a"~^o, n = 1,2,

Nótese que entonces = o"a y = a"a~^, n > 0.

También definimos, si o 7¿ O,

oT := Ti = -1,-2,...

(1.39)

(1.40)

Nótese que en (1.40) está ya definido en (1.39), y se deduce que
= a^a, n < 0. En efecto, esto es claro sin=-l;ysin< -1, entonces

= á^a (pues —n > 0). Si m, n son
enteros, es fácil verificar (por inducción sobre n si n > O, y usando la relación
(1-40) si n < 0) que para a e R,

1. a"a~^ = a" ^ a # O,
2. 0"*+*" = a"" • o",

3. (a")~^ = = a"",
4. (a"»)"" = a"»" = (a")"".

(1.41)

Se supone que si alguno de los números m, n es menor que Oentonces a ^ 0.

Demostraremos (1) y (2). Supongamos primero n > Oen (1). La
afirmación es clara si n = 0. Supongámosla para n. Como entonces
a"+io~^ = (a"a)a~^ = la afirmación queda demostrada
en este caso. Supongamos aJiora n < 0. Entonces = (a a ^ =
(a ^) = (jn-i (p^gg ^ Qj Veamos la demostración de (2). Supon
gamos primero m > Oó n > 0. Digamos n > 0. La afirmación es evi
dente si n = 0. Suponiendo entonces la validez de (2) para n, se deduce
que a"»+("+i) = = a»" (a"a) = Si m > O, se
procede dela misma manera. Queda entonces por considerar el caso m < O,
n < O, de modo que m -H n < 0. Se tiene que =
(a~^) (o~^) "• = (pues —m > Oy —n > 0).

También

{abr = (1.42)
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donde a, 6 Osi m < 0. Obviamente a ^ ^ Oy (a = a si o 7^ 0. Es
también fácil verificar (por inducción) que cueindo O< a < 6, entonces

a" < 6", n = 0,l,2,, (1.43)

En esta última circunstancia se tiene también que si o 7^ O entonces

6"" <a-'', n = 0,l,2,..., (1.44)

pues si a < 6, obviamente b~^ < a~^.

Demostraremos ahora un resultado aritmético útil, con \ma consecuen
cia sorprendente (por lo menos fue sorprendente para Pitágoras). La de
mostración requiere sin embargo el axioma (A.C.R.) y no es, por lo tanto,
puramente algebraica. Requiere, además, de las dos observaciones prelimi
nares siguientes. En primer lugar, si x,y G R, entonces

= n>l. (1.45)
jfc=l

Esto resulta inmediatamente de un argumento inductivo basado en la igual
dad (x —y) + y (x*^ —y^) . Se deduce que si O < y < x
entonces

ny"-^ (x - y) < x" - y" < nx"-i (x - y), (1.46)

pues x"~'̂ y*^~^ < x"~^x*^~^ = x"~''y*'~^ > y"~^.

Teorema 1.20. Si b > O y n G N, n > 1, existe a G R, o > O, tal que
= b. Tal a es además único.

Demostración. Supóngase primero que 6 > 1, y sea i4 = {xGR:x>0y
x" < 6}. Como 1 G^4, ^4 es no vacío. Por otra parte 6-f 1 es cota superior
de A, pues si x > 6 -H 1 entonces x" > (6 -f 1)" > 6 -f- 1 > así que si
X G A, necesariamente x < 6 -H 1. Sea entonces a = supyl. Claramente

b —
a > 0. Si fuera a" < 6, podriamos tomar O< e < a tal que e < gn-i^^n-i'
así que, de (1.46), (a-j- e)" < n (o -f- e)" ^£-h o" < (2"~^na"~^) e -I- a" < 6,
lo cual implica que a -b £ G^4, que es absurdo. Tampoco puede ser b < oP',
pues tomando 0<£<ay£< r se obtiene, mediante (1.46), que

aP —{a—£)" < naP~^e < aP —b, lo cual asegura que {a—e) > b, que es
también absurdo, pues obviamente a —e G A. Se concluye que a"' = 6 en
estecaso. Siahorasuponemos O< 6< 1entonces 6""^ > 1,y si c GR, c > O,
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a = c ^

es tal que c" = & entonces (c = (c") ^= {b ^= b, y basta tomar
Esto completa la demostración de la existencia de a. Ahora, si

a
n = c" = 6yO<c<a entonces, de (1.46), O < n (a —c) < O, de lo

cual n (a —c) = O, asi que c = a. Esto establece la unicidad de a y
completa la demostración. •

Definición 1.18. Si6>0yn>lesun número natural, el único a > Otal
que = 6 se denomina la raíz n-ésima positiva de b y se denota con b^^^
o con

Nota 1.25. Es costumbre escribir simplemente y/b en lugar de \/b. Como
es claro, 1^/*^ = i para todo natural n > 1. Es también usual convenir en
que 0^/" = O(pues O" = 0). Cuando n = 2, se dice que 6^/" = 6^/^ es la
raíz cuadrada positiva de b. Cuando n = 3, que 6^^" = 6^/^ es la raíz cúbica
de b. Nótese que cuando n es par, también (—6^/'*)" = b. Por otra parte,
si n es impar y 6< O, = b.

El siguiente resultado justifica el haber desviado la atención del lector
hacia las anteriores consideraciones sobrelas raíces de números reales. Para
otras justificaciones, véase la sección 1.8, fórmulas (1.54) y (1.85).

Teorema 1.21. Si p es un número primo y n>2, no es un número
^^ionaL

Éemostracion. Supóngase quep^^^ = Cí/b, donde <2,6 GNcon mcd(í2, 6) = 1.
Entonces p= así que p | a", de lo cual p \ a y a = pe para ^gún
c€ N. Se deduce que p^-^c™ = 6", así que p\tí^,y entonces p ] b. Esto es
absurdo, pues mcd(a, 6) = 1. •

Se deduce que IR n Q^ 0. Si a; GM Q. se dice que x es un número
irracional. Tal vez el más famoso de los números irracionales, por ser el
prunero conocido (Pitágoras), es y/2 (aunque tt y e puedan ser más impor
tantes). Los números irracionales son, en unsentido preciso, más abundantes
que los números racionales (véase la sección 1.11). Que no son tan escasos,
se puede apreciar en el siguiente teorema.

Teorema 1.22. Si a,b son números reales, con a < b, existe un número
irracional x tal que a < x <b.

Demostración. En virtud del teorema 1.18, podemos suponer que a es
racional. Sea entonces n 6 N tal que n (6 —a) > y/2, de lo cual b >
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a + y/2/n > a. Como o + \/2/n es irracional (si fuera a -H y/2¡n = r € Q, se
tendría que y/2 = n (r —a) GQ), el teorema queda demostrado. •

Nota 1.26. Si 6 > Oy n G N, n > O, entonces, por definición, = b.
Por otra parte 6" > O, y si (6") '̂''* = a entonces a > Oy = a", de lo
cual a = b, y también (6") '̂''* = b. Es decir, si 6 > Oentonces (6 '̂'")" =

para todo n G N, n > 0.

Nota 1.27. Las consideraciones anteriores sobre las raíces permiten dar
sentido a N para todo 6 > Oy todo r 6 Q. Basta, en efecto, definir

(1.47)

para todo par 7n,n G Z, n > 0. Como se verifica inmediatamente, tam
bién fe"*/" = (si (6^/*^)*" = a entonces a > Oy =

= a", de lo cual a = (6"*) '̂''̂ ). De esto se deduce sin

más que si 6> Oentonces (b*")*" = b^ '̂ = y b^b^ = b^"^^ , cualesquiera
que sean r, r' GQ. Si también a > O, entonces (ob)*^ = a''b'"para todo r GQ.
Para una definición de a*", a > O, r arbitrario en R, véase [7], capítulo 5,
nota 5.10, o el ejercicio 1.45 más adelante. No haremos uso de este concepto.

1.8. Los números complejos

El sistema (C, -1-, •) de los números complejos se obtiene al dotar C = R x R
de las leyes de composición interna

1. (a, b)-f-(c, d) = (a + c, b-}-d)) (1-^8)
2. (a, b) •(c, d) = (ac—bd, ad + be).

En lugar de (a, b) •(c, d) es usual escribir simplemente (a, b) (c, d).

Usaremos preferencialmente las letras z, Cpara denotar los elementos
de C, especialmente cuando aparecen como variables. Si z = («> b) GC, a se
denomina laparte real de z :o = 3í (z). Asu vez, bes laparte imaginaria de
z : b= Q{z). El número complejo z := (a, —b) se conoce como el conjugado
de z.
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Es costmnbre identificar el número complejo (a, 0) con el número real a :

(a,0) = a. (1.49)

Esta identificación permite considerar a K como un subconjunto de C.

También se definen

- (a, b) := {-a, -b),

- (o, 6) := (-a, -b),
(a,b) - (c, d) := (a, 6) + (- (c, d)) = {a —c,b —d)

El número complejo

¿:= (0,1),

(1.50)

(1.51)

que juega un papel importante en la teoría de números complejos, se deno-
nfina launidad imaginaria. De hecho, un número complejo de la forma (O, b)
se denomina im número imaginario. Dado que (0,6) = (6,0) (0,1) = 6¿,
como resulta inmediatamente de (1.48) y (1.49), los números imaginarios
son los múltiplos reales de i. Se tiene que

e = {0,1) (0,1) = (-1,0) = -1. (1.52)

El tener la relación (1.52) lo que hace interesante el sistema (C, +, •)
Como

(a,6) = (a,0) + (0,6) =a + 6i,

^°do número complejo z se escribe

z = ^iz) + ^{z)i. (1.53)

Si 2= (a, 6) es \m número complejo, (1.48) y (1.49) implican que
y el número real

\z\ := \fzz = y/c^~+^ (1.54)

se denomina valor absoluto de z (para la noción de raíz cuadrada de un
número positivo, véase la sección 1.7). Claramente |z| > O. Nótese que
l^l = si 2 6 K (pues 6= 0yz = aen 1.53).

Sean z, ^ números complejos. Las siguientes afirmaciones se verifican
fácilmente a partir de las definiciones (1.48), (1.50), (1.51) y (1.54), y las de

jL
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(z), Qí (z) y 2 (algunas, como (8) y (9), con algo de paciencia):

1. |i| = l,
2. 3fí(z+ 0 = 3í(2) + 3?(0,^(^ + 0 = 9í(-2) + ^(0,
3. z es real si y sólo siQf (z) = 0, si y sólo si z = 0í (z),
4. 2 + z = 23Í (z), 2 —2 = 29í (z) i,
5. 2 es real si y sólo si z = z,
6. 2 = 2,

7. 2 + ^ = 2 + ^,
8. 2^ = zl,
9. 22 —[zp ,

10

11

12.

13.

14.

\z\ = o si y sólo si 2 = O,
\z\ = \z\ = \-z\,

\^z\<\z\, |9f2|<|2|, |2| = y/{ííízf +(Qzf,
\z\ < |3íz| + 10íz| < \/2\z\
kíl = kl líl.

15. 2^ = Osi y sólo si 2 = 00^ = 0 (de (10) y (14)),
16. 3?z = |z| si y sólo si z = |z|.
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(1.55)

Es también claro que 3í (z) = 3? (z), Of (z) = —Qf (z), (z) = (¿z) y que
Qf(2) = -U{iz).

Si .2) í y C son números complejos, se verifica inmediatamente a partir
de (1.48) y (1.50) que

1- (^ + 0 + C= ^ + (^ + C),
2. z + ^ = í + 2,
3. 2 + 0 = 2,
4. 2 + (-z) = 0.

Para a^O real y z complejo, escribiremos

d Z Zj Q* I —~ j 1 ,
a \ ^ ® /

Definimos ahora, para z E C, z ^ O,

Z-' :=

(1.56)

(1.57)

Es también usual escribir z ^ = - = Ijz y z ^^ = - = ^/z. Nótese que
z

i
z

Ü
N"

(1.58)
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fórmula que suministra la manera más cómoda de efectuar la división de
números complejos.

Con im poco de paciencia se verifica, a partir de (1.48) y (1.57), que

1. (íOC = ^«C),

r (1-59)3. z • 1 = z,

4. zz~^ = 1, z ^ 0.

Además

z-0 = 0 (1.60)

y

;?(^ + C) = ^í + <- (1-61)
Tal como enel caso de los números reales,, si a, 6 € C, la ecuación a + x = b
tiene la solución única x = b+ (-a) = b—a. De igual manera, si a 7^ O,
también ax = b tiene la solución única x = ba'^ = b/a. Las propiedades
algebraicas Hp ^(T j. e,..n anfarompnfp .silmilares a las de ÍR, + , •) • En Calgebraicas de (C,+, •) son enteramente silmilares a las de (R, +, •) • l^n (U
no existe, sin embargo, ima relación de orden semejante a la que existe en
%es decir, que sea compatible con (+) y (•) • Véase al respecto el ejercicio
1.40.

La siguiente relación es muy importante en la teoría de los números
complejos:

\z + ^\<\z\ + \^\. (1-62)
Enefecto,

+ = (z +O(^ +O= 1^1^ +z'̂ +n + 1^1^
= Izl^ +25R (zl) +1^1' < +2kl 141 + 141'
= (W + 141)',

como se deduce de (4), (6), (8), (9), (11), (12) y (14) de (1.55). Nótese que
de la demostración, la igualdad en (1.62) es cierta si^y sólo si 3? (z^) = |24|
o, lo que es lo mismo (de (1.55), (16)), si y sólo si z^ = |z^|, que se da si y
sólo si4= 0, o^^0y2 = a^^aeR, a>0 (tómese a = \z\ / 1 |̂). En total,
(1.62) es una igualdad si ysólo si z, ^están sobre una misma semi-recta que
parta del origen (es decir, sobre un conjimto de la forma {az : a e R+},
z e C, z 7^ 0). De (1.62) sededuce inmediatamente, teniendo en cuenta que
si a y a: son reales entonces ¡s] < a si y sólo si —a < x < a, que

|zl-|í||<|z-í|. (1.63)
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En efecto, |z( < |z —^| + |^| y |^| < |z —^| + |z|, de lo cual — —41 ^

I^|-I4l<k-4I-

Tal como lo hicimos para los números reales, definimos inductivamente,
para z € C,

1. zO = 1,
2. z" = z"-iz, n = 1,2,3,....

También,

z" = (z~^) " , z ^0, n = —1, —2, —3,....

Obsérvese que (z^)"^ = cuando z^ 7^ 0. Si m,n son enteros, es
fácil verificar (por inducción sobre n si n > O, y usando la relación (1.65) si
n < 0) que

1. z"z~^ = z"~^,
9 _m+n ~rn~n

4. (z'")" = z'""

para todo z € C (z 7^ O, si alguno de los números m o n es menor que cero).
Demostraremos (3) y (4) suponiendo que (1) y (2) ya han sido demostrados
(véase al respecto la sección 1.7). Para (3) obsérvese que, de (2), z"z~" =
^n+(-n) _ ^0 = (Je lo cual z~" —{z'̂ )~^. Para demostrar (4), suponga
mos primero que n > 0. La afirmación es clara si n = 0. Supongámosla
para n. Entonces (z»")"-*-^ = (z'")"z"' = z"»'»z'" =
y la afirmación es válida para todo n > 0. Ahora, si n < O, entonces
(¿"»)" = [(z'")"^]"" = (z-*")"" = =z"'"' (pues -n >0). Se
tiene también, que

(z^"* = z"'^ (L67)

donde z^ 7^ Osi m < 0. Esto es obvio, por inducción, si m > 0. Y si m < O
entonces (sí)"' = = (r')"""
pues —m > 0. Obviamente z~^ Osi z 7^ O, y

(z ') '=Z, (zí) '=í 'z z,í/0,~1 _ z-U-1

(1.64)

(1.65)

(1.68)

lo cual usamos en la demostración de (1.67). Si m = 2g + r, r —0,1, la
relación

i'» = (-l)<'r (1.69)

es ocasionalmente útil.
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Las siguientes relaciones obvias son frecuentemente útiles:

1. \z-'̂ \ = \z\
o í

= M'

-1

(1.70)

La primera resulta de observar que \z ^^1121 = 1^ ^2:| = |1| = 1. Lasegunda,
de = 1^11^1"^. También,

lz" |̂ = l^r, m € Z (2 7^ Osi m < 0), (1.71)

cuya verificación es inmediata (por inducción si m > Oy usando la relación
(1.65) si m < 0).

Si 2: = (0,6) es xm número complejo, \z\ = y si z 7^ O, z/ jzj —
(o/v/a2 + 62, hfyjo?^- fe2), el cual es un punto sobre el círculo unidad +

—1. Por lo tanto, existe 0< 6 <2Tr tal que

= (cos0,sen0) = cos0 + isen0, O< 0 < 27r.
Fl

(1.72)

Este es un hecho aceptado como obvio, pero la demostración formal re
quiere conocimientos básicos de trigonometría, los cuales, por definición,
"trascienden" los dominios del álgebra (para una presentación rigurosa,
véase [9], capítulo 1, sección 1.5), pero una cierta familiaridad con las no
ciones intuitivas usuales puede ser suficiente para nuestros propósitos. La
exclusión del valor 2n en (1.72) se hace con el fin de tener unicidad para
^ (pues cos27r =cosO, sen27r =senO). El número d se denomina el argu
mento (natural) de z y se denota con Arg{z). Nótese que, por definición,
O<Arg(z) < 27r.

Si para 0 € IR definimos

:= COS0 + isenO, (1.73)

es claro entonces que
z =

(1.74)

lo cual se conoce como la forma polar de z. El término de la izquierda en
(1.73), a pesar de sugerir la presencia del número e, (lo cual a la larga es
cierto), es en.principio solamente una notación abreviada, muy conveniente,
del término de la derecha. Como veremos a continuación, esta notación es
plenamente justificable desde un punto de vista estrictamente matemático.

1.8. LOS NUMEROS COMPLEJOS 41

Ejemplo 1.2. Si z es real y z > O, es claro que Arg(z) = 0. A su vez,
Arg(—1) = TT, como se deduce de la evidente pero curiosa fórmula

-H 1 — O, (1.75)

debida a Euler, la cual involucra los números más notables de la matemática:
O, 1, e, TT, i. También Arg(¿) = 7r/2, mientras que Arg(—i) = 37r/2.

Obsérvese que si z 7^ O,

Las relaciones

Arg (z) = Arg fe)

2. e := COS0 —ísen0 = e*® = (e*^)
3.

(1.76)

(1.77)

son consecuencia de identidades trigonométricas elementales. En este ca
so, de sen^0-fcos^0 = 1, cos(-0) =cos0, sen(-0) = -sen0, cos(0 -I- 9')
=cqs6cos9'— sen0sen0', y sen(0+ 9') =seii9cos9'+cos9sen9'. Las relaciones
(1.77) justifican la notación para el número complejo cos0 + isen9 (pues
implican que e'® se comporta en gran medida como lo haria e®, el número e
elevado a la potencia 9, cuando 0 6 M. Debe entenderse, sin embargo, que
aunque (1.73) define bien e'®, 0 e R, en ninguna forma permite definir el
número real e ni dar sentido a lo que puede significar e®, cuando 0 GR (so
bre todo, si 0 ^ Q). Este no es un problema fácil. De hecho, una definición
razonable de e (o de e^, x € R) es imposible dentro del ámbito restringido
del álgebra, requiriendo, en una forma u otra, la ayuda de procesos infinitos:
límites, derivadas, integrales, series o semejantes). Véase, al respecto de
todo esto, [7], capítulo 1, sección 1.5 y capítulo 5, nota 5.10). Nótese, en
particular, que (1.77), (3) implica inductivamente que

neN. (1.78)

De hecho, (1.77), (1) (2) y (3) implican conjuntamente, por vía de (1.65)
que esta relación vale para todo n G Z. Nótese que (1.78) dice en realidad
que

(cos0 + isen0)" = cosn0 + ¿senn0 (1-79)

para todo n G N (de hecho, para todo n G Z), lo cual tiene una apariencia
menos trivial que (1.78), a la cual es, sin embargo, equivalente.



42 CAPÍTULO 1. CONJUNTOS, FUNCIONES Y SISTEMAS NUMÉRICOS

De (1.73) es claro que

= 1 si y sólo si 0 = 2k7r, k E Z, (1.80)

pues cosd = 1 implica que 6 =• 2kTr, A: € Z, en cuyo caso, seii<9 = O. Esto
implica que e*® = e^' si y sólo si 0 = 0' + 2kTt, fc € Z. En particular, si
z ^ O, z = ¡z¡ si y sólo si 6 =ATg(z) + 2A:7r, k € Z, así que si ^ = \z\
6 =Arg(2:) si y sólo si O< 0 < 27r.

Las siguientes relaciones son frecuentemente útiles. Si Arg(2) = 6 y
Arg(2:') = 0'̂ entonces

^) ={Arg(2:.
e + e', o<e + 9' <27r,
e + e' -2it, 27r <e + e'.

(1.81)

Arg(.->) =Arg{I) ={ ^J (1.82)
Finalmente,

(1.83)

Nótese también que si n GZ, y que si z = re^®, r O, entonces

,n _2" = r^e"", n G (1.84)

Las relaciones (1.78) (1.79) y (1.84) se conocen como las fórmulas de De
Moivre.

Nota 1.28. Usando las propiedades ya establecidas de los números com-
plejos, y en particular la relación —1, se obtiene que

(a+ bi) (c + di) = a (c+ di) + bi (c+ di)
= oc + adi + 6ci + bdi^
= (ac —bd) + {ad + be)i
= (ac —bd, ad + be) = {a.b) (c, d) ,

que es la segimda de las fórmulas en la definición (1.48). Es decir, las
propiedades de la eidición y la multiplicación de números complejos, una
vez establecidas, permiten recuperar la definición de esta última operación,
haciendo innecesario el tener que memorizau'la.
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Sean finalmente n > Oun entero y z 7^ Oun número complejo. Supóngase
que z = re*^, r > 0. Si para /c = 0,1,2,..., n —1, definimos

i/n í£±2íe
zjk = r ' e n (1.85)

fji/n definido enla sección 1.7), entonces z^ =
_ j.qí9 = 2, así que los zjt son raíces n-ésimasde z. Tales raíces son distintas,

_1 2(fc—i)ff £pues si Zk = Zj, O< k, j < n —1, k ^ j, entonces z^z^ = e " 7= 1, ya
que (A: —j) /n no es un entero. Sea ahora

Es claro que wt = A: = 0,1,2,..., n —1, y que = 1> así que también
— (tüJJ) = l,l<A:<n —1. Por lo tanto, las son n raíces

n-ésimas de 1, distintas entre si. Nótese que

Wn = e "

¿ fe = 0,1, ...,n - 1,Zk

(1.86)

(1.87)

así que las raíces Zk de z pueden obtenerse a partir de la raíz particular
r^l"-e^n de z y de las w^, (sin embargo, el cálculo de las z¿ es en general más
fácil a partir de (1.85) que de (1.87).

Queremos demostrar que las Zk son las únicas raíces n-ésimas posibles
de z, lo cual implicará que las w^, k = 0,1, ...,n —1, son las únicas raíces
n-ésimas posibles de 1. Ahora, si = z y ^ = se*^, donde s = 1^|, entonces
s" = r, así que s = y o seaque nip —9 = 2m7r, m GZ, de lo
cual (p = 9¡n + 2{l + k/n) tt, donde m =ln+k, l,k eZ,0 <k <n (teorema
1.10). Entonces ^ = Zk, como se quería establecer. Hemos demostrado
entonces el siguiente teorema.

Teorema 1.23. Si para n = 1,2,..., lün esíó dada por (1.86), las w^,
O< A: < n —1, son n raíces n-ésimas distintas de la unidad, y las únicas
posibles. Si además z = re*®, donde z 7^ Oy r = |z|, y

Zk .i/ne*(^) = r^/Vnu;^, A: = 0,1,..., n - 1,

las Zk son n raíces n-ésimas distintas de z, y las únicas posibles.

(1.88)

Ejemplo 1.3. Así, W3 = wl = = —1/2 -h \/3¿/2, —1 Y ~
g47ri/3 —_yJ2 —y/Zil2 son todas las raíces cúbicas de 1. Como i = e***'̂ , y
gi7r/6 _ .,/3/2-f-í/2, las raíces cúbicas de z= i serán zq = e***/® = \/3/2-i-i/2.
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21 = (-1/2 + ^/3^/2) = {V3/2 + i/2) (-1/2 + V3Í/2) = - V3/2+Í/2,
Z2 = {VZ/2 +i/2) [—1/2 —̂ i/2) = —i. Naturalmente, es más cómodo
calcular directamente

Nota 1.29. Si n > 1 es un entero y Wn = es como en el teorema
1.23, no sobra recalcar que si fe € Z entonces = 1 si y sólo si n | fe, pues

1 para r = 1,2,...,n —1 (teorema 1.23), y si n f fe entonces fe =ln+r
con í,r 6 Z, 1< r < n —1, de lo cual w!^ = 1 = w^, que es absurdo.

Nota 1.30. Si n > 1, la raíz Wn genera al conjunto de todas las raíces
n-ésimas de 1, en el sentido de que cualquier otra raíz n-ésima de 1 es de
la forma w^, fe e Z (teorema 1.23). Más generalmente, si w es una raíz
n-ésima de 1tal que {tu'' : fe GZ} es el conjunto de todeis las posibles raíces
n-^imas de 1, se dice que w es una raíz primitiva n-ésima de la unidad.
Evidentemente 1 es una raíz primitiva n-ésima de la unidad si y sólo si
^ = 1, ysin > 1y 10 esimatal raíz, del teorema 1.23 se deduce que w = w^,
1 < fe < n —1 (iü,j = _ Como entonces Wn = para algún
¿€Z, deberá tenerse que feZ -1 = mn para algún m GZ (nota 1.29), así que
1= kl+[-m) n, de lo cual 1= mcd (fe, n). Recíprocamente, sil<fe<n—1
y1= mcd(fe,n) = fez -I- mn, l,keZ, entonces (m^)' = Wn • = Wn,
lo cual implica que iw = es una raíz primitiva n-ésima de la unidad. Es
decir, si Wn = wes una raíz primitiva n-ésima de la unidad si y sólo
si w= uffcj donde l<k<n-ly mcd(fe,n) = 1. Nótese, por ejemplo,
que i es una raíz cuarta primitiva de 1, mientras que (-1) no lo es; pero
i no es una raíz octava primitiva de 1 (sin embargo w= [\/2 •+• iy/2) /2 y
^ ~ ~í\/2) /2 si lo son).

1.9. Sistemas numéricos, dominios y campos

Consideraremos en esta sección algunas estructuras que se generan natu
ralmente dentro de los números complejos: sistemas, dominios y campos
numéricos. Estas han estado en la génesis de muchas de las estructuras
abstractas que constituyen la esencia del álgebra moderna. Pensamos que
estudiarlas en sucontexto propio puede ser conveniente e instructivo, tanto
mas cuanto que este contexto es excepcionalmente rico.

Si 5 C C es tal que
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i. 0,1 G S,

ii. Dados a,b € S, también a -t- 6 y a6 G 5,

se dice que (5, •+•, •) es un sistema numérico. Por ejemplo, (N, -I-, •) es un
sistema numérico. Por otra pairte, si (S, -I-, •) es un sistema numérico en
tonces 0,1 G 5, y si n G N es tal que n G S, (ii) implica que también
n H- 1 G S. Luego S es inductivo, así que N C S; es decir, todo sistema
numérico contiene los números naturales. Otros sistemas numéricos son

+. •) y (Q+. +. •), donde Q+ = Q n R+.

Si (5, -h, •) es un sistema numérico tal que

iti. —S = {—a : a G 5} C 5,

así que —S = S,se dice que (5, + , •) es un sistema aditivamente simétrico,
o un dominio numérico, o, simplemente, que es un dominio. Un dominio
es entonces un sistema numérico que contiene los inversos aditivos de sus
elementos. Es claro, por ejemplo que (Z, -h, •) es un dominio, y que si {S, -h, •)
es un dominio entonces Z C 5 (pues, como N C 5, también (—N) C S)
así que todo dominio contiene los enteros. Un dominio interesante es, como
veremos más adelante, Z[i] = {a-f Z>i : a,b G Z,i^ = —1}, denominado el
dominio de los enteros de Gauss, el cual no está exento de importancia.

Si {K, -f-, -) es un dominio y K* = K \ {0} es tal que

{K*)-^ = {a-i : a GR:*} C K\

o sea, que (K"*)"^ = K*, se dice que {K,-\-, •) es un dominio multiplicativa
mente simétrico , que es im campo numérico o, simplemente, que es un cam
po. Por ejemplo (Q, -I-, •), (M, -h, •), (C, H-, •) son campos, y si {K, -{-, •) es un
campo, entonces Q C RT. En efecto, Z* = Z \ {0} C K*, así que si a, 6 GZ,
6^0, entonces b~^ GK, y, en virtud de (¿i), también a/b = ab~^ 6 K.
Un campo es entonces un dominio que contiene, junto con sus elementos
no nulos, los inversos multiplicativos de estos. Como es claro, el dominio
(Z, +, •), no es un campo.

Si K, L son campos numéricos y K C L, se dice que K es un subcampo
de L o que L es una extensión de K. En vista de lo anterior, todo campo es
un subcampo de C y una extensión de Q. Es claro, por ejemplo, que

Q[\/2] := {a +by/2 :a,b e (1.89)



46 CAPÍTULO 1. CONJUNTOS, FUNCIONES Y SISTEMAS NUMÉRICOS

es un campo numérico, el cual es un subcampo de R (ejercicio 1.56), mientras
que

Q[i] := {a + : a, 6 G Q, = 1} (1.90)
es también un campo que extiende propiamente a Q pero no es un subcampo
de R (ejercicio 1.56). Por el contrario,

Q:={a + 6^:a,6GQ} (1.91)
no es un campo (véase el ejercicio 1.58), mientras que

Q[^] := {a +b^ + :a,b,ceQ} (1.92)
sí lo es(véase ejercicio 1.57). Nótese que

C = R[i] :={a + 6¿:a,feGR, i2 =-1} (1.93)

Teorema 1.24. Si (S,+,-) es un dominio, existe un campo ÍS",+, •] tal
que ^ ^

1. SCS,

2. Si K es un campo y S QK, entonces S C K.

Demostración. Como se verifica inmediatamente, si 5* = 5 \ {0}, entonces

S := {a/b:ae S,b€ S*} (1.94)
im campo que satisface (1) y (2). •

Definición 1.19. Si (5,+,*) es un dominio, se dice que ^5,+,-^ es el
campo de cocientes de {S, + , •) •

Nota 1.31. Si {S, +,•) es \m sistema numérico, siempre existe un dominio
numérico ^S, +,.j tal que

1. scs,

2. Si (5',+,.) es un dominio numérico y S Q S', entonces S C S'.

Basta, en efecto, tomar S = S U{—S). Se dice que S es el dominio de
saldos o el dominio de activos y pasivos de S (este lenguaje proviene de la
contabilidad, oficio en el cual se originó el concepto). Nótese que N= Z y
que Z= Si 5 es ya un dominio, es claro que S = S. Y si 5 es un campo,
entonces 5 = 5.
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1.10. Polinomios sobre los sisteméis numéricos

La teoría de los polinomios sobre los dominios y campos abstractos es el
corazón del álgebra moderna. Sobre los dominios y campos numéricos lo
es, igualmente, del álgebra clásica. Como en la sección anterior, pensamos
que considerar estos casos especiales, particularmente ricos, puede ser tma
excelente motivación para el estudio de sus contrapartes abstractas. Las
analogías entre ambos casos pueden ser, además, de gran ayuda para la
comprensión de estas últimas. Los conceptos y resultados de esta sección no
serán indispensables en los capítulos 2 y 3 de este trabajo (sólo en el capítulo
11 tendrán algún papel), pero serían fundaimentales en muchas partes de un
posible segundo curso. Dada la similitud de muchos de los resultados de
esta sección con los de secciones previas, similitud que no es gratuita, hemos
considerado apropiado incluirla en este punto.

Sean (5, +, •) un dominio numérico y a: ^ C un objeto fijo. El conjunto
de las sumas "formales"

OO

f{x) =^akx'' (1-95)
k=0

tales que para algún m > O, = O para todo k > m, así que la suma en
(1.95) es realmente finita), se denomina el sistema de los polinomios sobre
S en la indeterminada x y se denota con 5 [x]. Se entiende que

= ^bkx''
k=o k=0

si y sólo si Uk = bk para todo k>0.

Nota 1.32. A pesar de la notación funcional utilizada, / (x) G5 [x] no es,
en principio, una función (nótese que x es un objeto fijo, no una variable).
Sin embargo, / (x) define de manera natural una función / : 5 —* 5, por

(1.96)
fc=0

Nótese que la suma de la derecha en (1.96) es finita y define efectivamente
un elemento de 5. Aunque en el caso de los sistemas numéricos no es
muy importante distinguir entre el polinomio / (x) y la función /, es mejor
hacerlo, así sea por las razones siguientes: en primer lugar, si {K,+, •) es
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otro dominio tal que S Q K, también 5 [o;] C ÜT [a;], así que / (a:) G K [a;],
y por lo tanto, / (x) define también, de manera natural, una aplicación de
K en sí mismo, por medio de (1.96), la cual se denotaría aún con /. Así la
función / definida por / (x) no está unívocamente determinada. Por otra
parte, no se puede excluir, a priori, que exista otro polinomio g (x) € S [x],
9 (®) / (a:), tal que g{s) = f (s) para todo s GS (esto no se da en el caso
de los polinomios sobre los sistemas numéricos, pero puede darse en el de los
polinomios sobre dominios finitos, a los cuales extenderemos, en el futuro,
la noción de polinomio).

Si/(x) es como en (1.95) y ajt = Opara k > m, es usual escribir

/ (x) = ao + aix + «2®^ H + OmX^• (1-97)

Nótese que esto sugiere que x® = 1 y x^ = x, lo cual aceptaremos en lo que
sigue, y no excluye que Ofe = Opara k <m. Definimos

O(x) = 'Y^akX^, ajfc = Opara todo k,
fc=o

(1.98)

OO

1(x) := ¿o = 1. h = ^ para todo A: > O, (1.99)
A:=0

3SÍ que, según (1.97),
0(x) = 0, l(x) = 1 (1.100)

lo cual identifica los polinomios O(x) y1(x), respectivamente, con los núme
ros Oy 1. Dg g puede considerarse como un subconjunto de S [x],
identificando a gScon el polinomio a-I- Ox H- Ox^ -!-••• (ao = a, ak = Opara
todo k> 0). Para /(x) como en (1.97), definimos

=(-/) {x) := ¿ (-«fc) (1-101)
fc=o

Es claro que (-/) (x) e 5 [x].

00 OO

Si / (x) = akX^ y 9 (x) = 52 están en S [x], definimos también

fix)+g (x) := (°fc + (1.102)
fc=0
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Obsérvese que
/(x)+5(x)e5[x], (1.103)

pues si Ofc = O para k > m y bk = O para k> n, entonces

ak + bk = O, k> máx{m,n} (1.104)

Nótese también que

/ (x) O(x) = / (x) -I- O= / (x) = O-(- / (x) = O(x) + f{x). (1.105)

Por otra parte,

/ (x) + (-/) (i) = (-/) (i) + / (i) = o (i) . (1.106)

También es obvio que

(/ (x) +9{x)) + h{x) = f (x) -H {9 (x) + h (x)) (1.107)

y que

/(x)+^(x) =5(x)+/(x). (1.108)

Definamos ahora

f{x)-g (x) = f{x)g (x) := c^x*', (1.109)
fc=o

donde
k k

Ck —^ (̂H^k—í ~ ^ 1Ufe—^ ^ Oibj
t=0 i=0 i+j=k

Nótese que sii-|-j = fc>Tn-t-n entonces i > m o j > n, así que

Cjfc = 0, k m-\- n', Cm+n ~ Um^n*

(1.110)

(1.111)

La segunda relación en (1.111) resulta de observar que sii-t-j = 7n + Tie
i < m entonces j > n, y si j < n entonces i> m. Además, i = m si y sólo
si j = n. Entonces

/(x) •p(x) G5[x], (1-112)

y, como es obvio,

/ (x) •1(x) = / (x) -1 = / (x) = 1•/ (x) = 1(x) •/ (x). (1.113)

Veamos que
(/ (x)g (x)) h{x) = f (x) {g (x) h{x)). (1-114)
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Escribamos /(x) = g{x) = h{x) = y supon-
k=:0 k=o k=0

oo co

gamos que / {x) {g (a;) h (x)) = ^ dkX^ y (/ (x)g{x))h (x) = ^ Ikx''. En-
k=o fc=o

tonces

dm —^^Ofn-i jy ]bi—jCj I —^ ^ Om—ibi—jCj
J=0 } {i,j)STi=0

m m m /m-j

y ^y ' O-m—ibi—jCj —y ^í y ^Om—j—kbk )
Í=Oi=j i=0 \fc=0 /

donde T = :O< i < m, O< j < ¿} = {(«, j) j<i< m)
(vease Figura 1.1) y fc = ¿—j, j fijo. Entonces, dm = ¿mi "T' > O- Esto
demuestra la afirmación.

Figura 1.1

a región de sumación es el triángulo de vértices O, m, (m, m). (Para cada
O< i < m, la suma es sobre el segmento vertical. Para cada O< j < m,
jo, sobre el segmento horizontal).

Es también claro que

/ (x) •O(x) = / (a;). o= o= O•/ (x) = O(x) •/ (x).

y que

/ {^) Í9 (®) + h(x)) = f {x)g (x) + / (x)h (x),
{g (x) + h (x)) / (x) = g(x)/ (x) + h (x) / (x) .

(1.115)

(1.116)
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De (1.110) se deduce finalmente que

f{x)g{x)=g{x)f{x)

51

(1.117)

Nota 1.33. Las propiedades (1.103) a (1.108) y (1.112) a (1.116) son básicas
para una teoría coherente de los polinomios. Cuando {S, +, •) es sólo un
sistema numérico, (1.101) puede no tener sentido, y tampoco lo tendría
(1.106). Por esta razón sólo definimos S[x] cuando S es, como mínimo, un
dominio numérico.

Aunque podría hacerse, la multiplicación de polinomios no se efectúa
generalmente mediante (1.110) sino según los procedimientos usuales del
álgebra elemental (véanse, [6] y [1]). La validez de estos procedimientos
es consecuencia de las propiedades establecidas arriba, especialmente de las
(1.113), (1.114), (1.115) y (1.117) (y hace, en cierta forma, innecesario recor
dar la fórmula (1.110)).

00

Sean {S,-1-, •) un dominio numérico, y / (x) = ^ S [x]. En-
fc=o

tonces, existe m > O tal que ajt = O para todo k > m. Si 5^ O, se dice
que f (x) tiene grado m, o que es un polinomio de grado m. Se dice también
que m es el grado de f (x) :

grad(/ (x)) := m

Sólo hemos definido arriba el grado de un polinomio / (x) cuando f{x)
O(x), en cuyo caso

(1.118)grad(/ (x)) := máx{fc : Ofc 7¿ 0} > 0.

Convendremos en que
grad(0(x)) := —oo. (1.119)

Esta convención es útil teniendo en cuenta que, como se acepta usualmente,
—oo < a y —oo + a = a + (—oo) = —oo, para todo o e R

Teorema 1.25. Si {S, +, •) es un dominio y f {x) ,g {x) &S [x], entonces

grad(/ (x) + g (x)) < máx (grad(/ (x)), grad(5 (x))) (1.120)

y

grad(/ (x) g (x)) = grad(/ (x)) + grad(5 (x)). (1.121)
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Demostración. Resulta inmediatamente de las releicíones (1.104) y (1.111).
Obsérvese que (1.120) es aún válida si fix) + g{x) = Oy que (1.121) tam
bién lo es si f{x)g{x) = O, pues, como se deduce de (1.111) y (1.115),
/ (2:) 5 (x) = Osi y sólo si f(x) = 0 ó g (x) = 0. •

Nota 1.34. De (1.121) se deduce también que

grad(/ (x)) < grad(/ (x) g (x)) (1.122)

cualquiera que sea g(x) e S [x], g(x)^ 0. Es claro además que grgwd(/ (x))
= Osi y sólo si / (x) = a e 5, a 0.

Definición 1.20. Sean / (x),^ (x) € 5 [x]. Sedice que / (x) divide a g (x)
en S [x], que / (x) esun divisor de g (x) en 5 [x], o que / (x) es un factor de
9(x) en S[x], si / (x) O, y existe h(x) e S [x] tal que g(x) = f (x) h (x) .
Se escribe f{x)\g (x) en S [x]. Si / (x) = O, o si / (x) no es un divisor de
9{x), escribiremos / (x) \ g(x).

Nota 1.35. El escribir f{x)\g (x) asegura entonces que f (x) ^ 0.

Sean {S, +, •) un dominio y f (x) ,g (x), h (x) € 5 [x]. Si / (x) ^ O
entonces f (x) ]Q, y si / (x) jy (x) y g{x)^ Ose tiene que grad(/ (x)) <
6'̂ ed(y(x)). También

/ (a:) I / {®) >fi^)¥'0

y

/ (a;) 1y (s) y g{x)\h (x), entonces f (x) \ h (x)
Además,

(1.123)

(1.124)

/ (a:) Iy(x) y g(x)\ f (x), entonces f (x) = ag (x), (1.125)

donde a ^ S es tal que € S.

(*5,+, •) un dominio y a G 5 es tal que a~^ G S, se dice que a es
multiplicativamente invertible en S o que o es una unidad de S. El elemento
unidad 1 de 5 es una unidad de S. Sin embargo, no toda unidad de S es un
elemento unidad de S. Por ejemplo, si 5 = Z, 1,-1 son (las únicas) unidades
de 5, y —1 no es un elemento unidad de S. Si {S, +, •) es un campo, todo
elemento no nulo de 5 es de hecho una unidad. Si iS = Z [i] es el dominio
de los enteros de Gauss, las únicas unidades de S son ±1 y ±¿. Esto se
deduce de observar que si a + bi X[i] y a + bi ^ O, e\ inverso de a + en
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C es (a —6¿) / (a^ -J- 6^), y como a/a^+ b^ y b/a? 6^ deben ser enteros, si
queremos que (a -h 6¿)~^ GZ[i], esto sólo es posible cuando a = ±1 y 6= O
o a = O y 6 = ±1.

Definición 1.21. Si /(x),y(x) G S[x] y /(x) = ay(x) donde o es una
unidad de 5, se dice que / (x) y y (x) están o son asociados en 5 [x], y se
escribe f {x) ^ g (x) (mod 5).

Es claro que si f (x) \ h (x) y y (x) ~ / (x) (modS), también g{x)\h (x).
Además, si / (x) y (x) ^ O,

/ (x) Iy (x) y g{x)\h (x) si y sólo si / (x) ~ y (x) (mod5). (1.126)

La teoría de la divisibilidad de polinomios sobre un dominio numérico S
presenta características que son frecuentemente mejor comprendidas si se
tiene en cuenta que 5 [x] C S [x], donde 5 es el campo de cocientes de
S, como será claro más adelante (véase la nota 1.56). De hecho, la teoría
de la divisibilidad de polinomios sobre campos es más rica, accesible y útil
de lo que suele serlo la teoría sobre dominios. Por esta razón haremos
mayor énfasis, en lo que sigue, en los polinomios sobre campos, aunque algo
diremos, cuando sea fácil hacerlo, acerca de los polinomios sobre dominios.
Dejaremos, sin embargo, muchos aspectos de la teoría sobre dominios a la
consideración de capítulos posteriores y, algunas veces, inclusive, a la de
cursos más avanzados de álgebra.

El teorema siguiente, por ejemplo, marca una diferencia notable entre el
comportamiento de los polinomios sobre dominios y sobre campos.

Teorema 1.26 (Euclides). Sean /(x),y(x) G K[x] donde K es un campo
numérico. Si g (x) ^ O, existen polinomios y (x), r (x) G K [x] tales que
grad(r (x)) < grad(y (x)) y que

/(x) = y(x)y(x) + r(x). (1.127)

Además, q{x) y r (x) están unívocamente determinados por / (x) y g(x).

Demostración. La validez de (1.127) es evidente en cualquiera de las dos
siguientes circunstancias: (i), grad(/(x)) <grad(y(x)) (tómese y(x) = Oy
r (x) = / (x)), y (ii), y (x) = 6 GA, 6^ O(con y(x) = fe"V (x) yr{x) = 0).
Supongamos entonces que grad(/ (x)) > grad(y (x)) > 1, e, inductivamente,
que (1.127) vale para todo polinomio cuyo grado es estrictamente menor que
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grad(/ (s)). Si entonces / (x) = H \-o.o y g{x) = + 1- 6o
con Ombn 7^0y7n>n>l, al definir

f{x) = f{x)-b-'amx"'-''9{x)

se obtiene que grad(/(x)) < grad(/ (x)), así que

f {x) = q{x)g {x) +r{x)

donde g(x),f(x) e K[x] y grad(f(x)) <grad(g(x)), de lo cual se deduce
que

f{x) = q{x)g{x) + r{x)
con 5(x) = b~^amx^~"' + q{x) y r (x) = r (x). Esto establece (1.127). Para
demostrar la imicidad de q(x) y r (x), supóngase que también
f {x) = q' (a;) g(x) + r' (x) con grad(r' (x)) < grad(5 (x)). Entonces

(g (x) - g'(x)) g (x) = r' (x) - r (x),
lo cual, dado que g{x) ^ Oy que grad(r'(x) —r(x)) <grad(5 (x)), sólo
es posible si q(x) = g'(x), en cuyo caso, también r (x) = r' (x). Esto
demuestra el teorema. •

Si g(x) y r (x) son como en (1.127), sedice que q(x) es el cociente y que
^(®) es el residuo (o resto) de dividir / (x) por g(x) en K [x]. Escribiremos

9(®) = g(/ {x),g (x)), r (x) = r (/ (x) ,g{x))
En lugar de (1.127) es también corriente escribir

(1.128)

Así,

9Íx) 9{x)
(1.129)

x^ -1 , , O
= x + l + r =x+ 1,

X — 1 X — 1

x^ —5x+ 6 . , 2
= X — 4 +

X — 1 ~ • X — 1
Nota 1.36. El teorema 1.26 se conoce como el algoritmo euclídeo de
la división. El proceso de demostración de (1.127) es en efecto algorítmi
co (repetitivo de los mismos pasos un número finito de veces), y consiste,
básicamente, en reducir el problema al caso grad(/(x)) <graxi(p(x)) (la
afirmación es inmediata 8i g{x) = b E K, 6^0). Por esta razón se sustrae

ii
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b~^amx"^~'̂ g (x) de /(x) para obtener /(x) = Cm-kx"^~''-\ hco, k>l,y,
si aún m —k > n, se repetirá este paso y se sustraerá b~^Cfn-kX^~^~^9 (x),
y así sucesivamente. El propósito se logrará en un número finito de pasos.
Para conocer como se ordenan las cosas para llevar esto a cabo sistemática
mente, consúltese cualquier texto de álgebra elemental. Por ejemplo [4] o
[24].

Nota 1.37. Como es fácil comprobarlo, el teorema 1.26 es aún válido si
K = Z, o, de hecho, si K es cualquier dominio numérico, cuando g (x) =
6„x" H h 6o con n > O y 6„ = 1. Por ejemplo.

X® —Sx'' + 2.x^ —3x^ + 2x + 1 3 „ (—7) x + 7
= x'̂ - 3 + ^ ^

x^ — 3x + 2 x^ — 3x + 2

Si 6,1 1, el resultado puede ser, sin embargo, falso. Por ejemplo, no existen
q (x), r (x) GZ [x] tales que x^ —1 = g(x) (2x) + r (x) con r (x) € Z.

Nota 1.38. Si 1/ es una extensión de K entonces K[x] C L [x], y si
f (x) ,g (x) G K [x], también / (x), g (x) G L [x]. Como es claro,
g(/(x),g(x)) y r{f{x),g{x)) son independientes de donde se efectúe la
división: K [x] ó L [x].

Nota 1.39. Comoes también claro, si K es un campo, g (x) | / (x) en K [x]
si y sólo si r (/ (x), g (x)) = 0.

El siguiente corolario simple del teorema 1.26 es, sin embargo, de gran
importancia. Recordamos que si / (x) = a^x"* + ••• -H oq G K\x], / (x)
define una aplicación / : K —> K dada por

/ (s) = Oms"^ -H ••• -H Qq (1.130)

para todo s € K

Corolario 1.9. Si K es un campo, ae. K y f (x) E K[x], entonces

/(x) = g(x)(x-a)+ /(a) (1.131)

donde g{x) E K [x].

Demostración. Según (1.127), f (x) = g (x) (x - a)+r (x) donde g(x),r (x)
G K[x\ y grad(r (x)) < grad(x —a) = 1, así que r (x) = 6 G AT. Como
f (a) = g{a){a —a)+ b= 0-\-b = b, la. afirmación queda demostrada. •
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Definición 1.22. Si ÜT es un dominio numérico, / (x) ^ K [x], y a K e&
tal que / (a) = O, se dice que a es una raíz de / (x) en K.

Del corolario 1.9 se deduce entonces que

Corolario 1.10. Si K es un campo, a E K y f (x) E K [x] , a es una raíz
de f (x) en K si y sólo si existe g (x) E K (x] tal que

f{x)= 9 (x) (x - a).

Esto implica, por otra parte, que:

(1.132)

Teorema 1.27. Si K es un campo, f {x) e K [x] y grad(/ (x)) = n > O,
entonces f (r) tiene a lo sumo n raices distintas en K.

Demostración. La afirmación es clara si grad(/ (x)) = 0,1. Puede suceder
que f (r) no tenga raíces en K cuando n > 1, con lo cual la afirmación del
teorema es trivialmente cierta. Pero si / (x) tiene al menos una raíz a E K,
es posible escoger g{x) E K [x] tal que / (x) = g(x) (x - a), y cualquier
raíz de / (r) distinta de a será una raíz de g (x). Como grad(5 (x)) = n - 1,
razonando inductivamente podemos suponer que g {x) tiene a lo sumo n —1
raíces distintas en K Entonces / (x) tendrá a lo sumo n raíces distintas en
ir. •

Nota 1.40. Como es claro, si /(x) EK[x\ y grad(/(x)) = n > O, /(x)
tendrá a lo sumo n raíces distintas en cualquier extensión L de K. Puede
suceder, sin embargo, que / (x) tenga una omás raíces en Ly ninguna en K.
Por ejemplo, / (x) = ^ no tiene ningtma raíz en M, pero iy —i son
raíces de / (x) en c. Nótese, sin embargo, que toda raíz de / (x) en K es una
raíz de / (x) en L. Se deduce también que si f (x) EK [x] ygrad(/ (x)) < n,
/ (x) tendrá n omás raíces en i<r si y sólo si / (x) = O, en cuyo caso todo
elemento de ir es raíz. Esto implica que si / (x), p(x) EK[x], f{x),g (x)
definen la misma función ip : L —> L (v(a) = f (a) = 9(a) para todo
a EL) en alguna extensión Lde iT si y sólo si f (x) = g(x) (pues h(x) =
/ (^) 9(2:) tendría infinitas soluciones en L).

Nota 1.41. Como es fácil de verificar, los corolarios 1.8 y 1.9, así como el
teorema 1.27, son aún válidos si ir es simplemente un dominio. Obsérvese
también que si z 6 C y n > 1, el teorema 1.27 aplicado al polinomio x" —z e
C [x] asegura que z tiene a losumo n raíces n—ésimas distintas en C, y como
las Zfc, A: = O, i, ...,n —1 son n raíces n—ésimas de z, distintas entre si, se

A
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concluye, de manera distinta de la usada en la demostración del teorema
1.23, que z tiene exactamente n raíces n—ésimas (distintas) en C

Definición 1.23. Se dice que un campo numérico K es algebraicamente
cerrado, o, simplemente, que es cerrado, si todo polinomio f {x) E K [x] con
grad(/ (x)) > 1, tiene al menos una raíz a E K.

Ni Q ni R son cerrados, pues x^+1 6 Q [x] C E [x], pero ningimade sus
raíces, i, —i, está en Q ó E.

Teorema 1.28. Un campo numérico K es algebraicamente cerrado si y
sólo si todo polinomio f (x) E K[x], con grad(/ (x)) = n > 1, se escribe en
la forma

/(x) =a(x-ai)---(x-an), (1.133)

donde a ^ O y los ajt, k = 1, ...,n, están en K.

Demostración. Supongamos primero que K es cerrado y que f {x) &K [x]
tiene grado n > 1. Si n = 1, así que / (x) = ax + b, a, b E K, a ^ O,
entonces / (x) = a (x —ai), con ai = —b/a E K. Supongamos entonces que
n > 1, y sea a„ € /T tal que /(an) = 0. En virtud de (1.132), corolario
1.8, existe g{x) E K [x] tal que / (x) = 5 (x) (x - a^), y como grad(5(x)) =
n —1 > 1, podemos suponer inductivamente que existen a E K, a ^ O,
y ai,..., an-i G K, tales que g{x) = a (x - ai) • • • (x - a„_i). Entonces,
/(x) satisface (1.133). Recíprocamente, si todo polinomio / (x) €
con grad(/ (x)) = n > 1 satisface una relación (1.133), entonces / {ak) = O,
k= l,2,...,n, ajfc E K,y K será, así, algebraicamente cerrado. •

Corolsurio 1.11. Si K es algebraicamente cerrado y / (x) E K[x\ tiene
grado n > 1, existen a^,..., a'̂ EK, 1< m < n, a'j^ ^ a'j si k ^ j, y Qk^^t
1 < Qifc < n. A: = 1, ...,m, tales que

t \ ttfn/ (x) = a (x - a'i)"' •••(x - a'̂ )

donde a E K y a ^ 0. Además,

oi + • • • + Om = rt

(1.134)

(1.135)

Demostración. La relación (1.134) se obtiene de la (1.133) agrupando fac
tores iguales. La relación (1.135) es consecuencia de la (1.121). •
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Nota 1.42. La relación (1.133) se expresa diciendo que / {x) tiene en K
n raices (no necesariamente distintas). La (1.134), diciendo que / (x) tiene
en K m raíces distintas con a'¡^ de multiplicidad nf;, k = l,
De hecho, si (x —a)° | / (x), donde a € K y a € Z, a > 0. son tales que
(x-ar-'Ufix) , se dice que a es una raíz de f (x) en K de multiplicidad
a. Nótese que según nuestra demostración de (1.134), a/,, es simplemente
el número de veces que aparece como raíz de / (x) en (1.133). Cuando
ock = 1,sedice que aj¡. es una raíz simple de / (x). Si oa: = 2. se dice que
es una raíz doble, etc. Nótese que si afe = no es, realmente, una raíz
*^6 / (2:) (ima raíz de n^ultiplicidad 0).

Establecer la existencia de campos numéricos edgebraicamente cerrados
es en general un problema difícil cuya solución requiere usualmente instru
mentos matemáticos avanzados y, no puramente algebraicos. Tal vez el re
sultado más notable en esta dirección es el siguiente, debido a C. F. Gauss,
el cual es conocido, por su importancia, como el teorema fundamental del
álgebra, y el cual enimciamos sin demostración.

Teorema 1.29 {Gauss). El campo (C,+,-) de los números complejos es
"ígebráicamente cerrado.

Apartir del teorema 1.29 es posible establecer, en forma puramente al
gebraica, laexistencia de otros campos numéricos algebraicamente cerrados,
aunque esto último requiere, en general, conocimientos elementales de Al
gebra Lineal. Nosotros usaremos libremente el teorema 1.29 para propósitos
®ás modestos. Demostraciones del teorema 1.29 pueden encontrarse en [7],
[17], [23] y[1]
Nota 1.43. Eg posible que aún si K no es algebráicamente cerrado, un
polinomio dado f{x) e K[x] se escriba en la forma (1.133) con a y los Ofc,
^ = 1.2, ...,n, en K. Si éste es el caso, en ninguna extensión L de K puede
existir 6e L, distinto de los a^, tal que /(6) = 0; es decir, A = {ai,...,On}
es un conjunto completo de raíces de f (x) en cualquier extensión L de K,
ya que las hipótesis sobre hgarantizan que f {b) a {b —a\) -{b —On) 0.
Esto implica obviamente que la descomposición (1.133) es la única posible
de f (x) como producto de polinomios de grado 1, y no sólo en K, sino en
cualquier extensión L de K v lo mismo será cierto de la descomposición
(1.134).

Las descomposiciones de un polinomio como producto de polinomios de
grado menor pueden suministrar información valiosa sobre éste. Desafor-
timadamente, ima descomposición como la (1.133), la mejor posible, puede
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no existir si K no es algebraicamente cerrado. En lo que sigue daremos,
sin embargo, respuestas parciales, válidas aún si A no es algebraicamente
cerrado. Necesitaremos algunas nociones adicionales.

Defínición 1.24. Sean K un campo numérico, /(x) € K\x\. Si / (x) =
OmX' + ••• + 00, donde Tn>Oyam = l, es decir, si / (x) = 1 o / (x) =
x'" + a7„_ix'^ ^-I hOQ, m > 1, diremos que / (x) es un polinomio mónico.

Nótese que si / (x) es mónico entonces grad(/ (x)) > 0. Claramente
/ (x) = 1 es el único polinomio mónico de grado 0. Por otra parte, si K
es un campo, todo polinomio no nulo en K [x] está asociado con un único
polinomio mónico.

Nota 1.44. La Definición 1.24 tiene aún sentido cuando K es simplemente
un dominio, y para todo m > O hay polinomios mónicos en K [x] de grado
m. Sin embargo, no todo polinomio no nulo en K [x] está asociado con un
polinomiomónico. Por ejemplo en Z [x], 2x+1 no está asociado con ningún
polinomio mónico.

En lo que sigue nos limitaremos, salvo advertencia expresa de lo con
trario, a polinomios sobre campos.

Definición 1.25. Sean K un campo numérico, f{x),g{x) € K[x], uno
al menos de los cuales es no nulo. Se dice que d (x) G K [x] es un máximo
común divisor de f (x) y g (x), si:

1. d{x) es mónico,

2. d(x) I / (x) y d{x)\ ^(x),

3. Si h{x) \ f (x) y h{x) \ g (x), donde h{x) e K [x], entonces h (x) |
d{x).

La propiedad (2) expresa que d(x) es un divisor común de f (x) y g(x).
La(3) asegura que todo divisor común h(x) de f {x) yg (x) enK [x] debe ser
undivisor ded(x), y deberá tenerse entonces que grad(/i (x)) < grad(d (x)).
En este sentido, d (x) es un máximo común divisor de f (x) y g (x).

De la Definición 1.25 no se deduce la existencia de máximos comunes

divisores, aunque si su unicidad, en caso de que existan (pues si también
d' (x) es un máximo común divisor de f {x) y g(x) entonces d(x) ] d' (x)
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y d! (x) I d(x), así que d(x) = ad' (x) , a E K, a ^ O, y, necesaxiamente,
a = 1). El siguiente teorema garantiza la existencia de máximos común®
divisor®.

Teorema 1.30 {Bezout). Sean K un campo numérico, f (x) y g (x) poli
nomios en K [x], uno al menos de los cuales es no nulo. Entonces, existe
d{x) EK [x], el cual es máximo común divisor de f (x) y g (x). Más aún,
d(x) se escribe en laforma

d(x) = m(x)/(x) + n(x)5 (x) , (1.136)

donde m(x),n(x) eK[x].

Demostración. Sea >1 = {p (x) / (x) H- q(x) g{x) O:p{x) ,q {x) e K [x]}.
Claramente 4^0, pu® si / (x) ^ Oentonces f {x) e A (ya que f (x) =
^•f{x) +Q.g(a;))^ y r®ultado análogo vale si / (x) = Opero g(x) ^ 0.
Sean m= mín{grad(/i (x)) : (x) GA), D{x) € Acon ^aÁ{D (x)) = m, y

^ ^(^) = <iD (x) sea mónico. Nótese que m > 0. Evidentemente
se ®cribe en la forma (1.136), lo cual implica que si h{x) e K [x],

"(®) \ f{x) y h{x) Ig(x), entone® h{x) \ d{x) . Veamos entonces que
'̂ ^^)\fix)yd(x)\g{x) , lo cual demostrará la afirmación. Supongamos
que d{x) \ f (x), así que f (x) = q(x) d(x) + r (x) con O< grad(r (x)) <
grad(d (x)). Pero entone®

í" (x) = (1 - qr (x)m (x)) / (x) + {—q (x) n (x)) g (x) ,

lo cual ®egura que r (x) GA. Esto ®absurdo, pues r (x) ^ Oygrad(r (x))
<grad(d(x)). Entone®, d(x) | /(x). El argumento para demostrar que
«W ls(x) es análogo. •

Sl/(x),5(x) €i<:[x] yno son ambos nulos, escribiremos

d (x) = mcd (/ (x), S (x))

para denotar el máximo común divisor de f {x) y g(x). La relación

mcd (/ (x) ,5 (x)) = m (x) / (x) + n (x) p (x) (1.137)

dada por el teorema 1.30 se denomina una Relación de Bezout para
mcd(/ (x),p(x)). Engeneral m(x) y n (x) no ®tán unívocamente determi
nados (ejercicios 1.66 y 1.67). Como ® claro, si d(x) = mcd (/ (x) ,g (x)) ,
existen m (x), n (x) G K [x] tal® que d (x) = m (x) / (x) -b n (x) g (x) ,
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pero el sólo hecho de que esta última relación sea válida no garantiza que
d(x) = mcd (/ (x), g (x)). Por ejemplo, enQ[x], x^ = x^ (x -H 1)+ (—x^) x,
pero x^ 7ímcd(x + l,x). De hecho, mcd(x + l,x) = 1. Obsérvese, sin em
bargo, que si 1 = m (x) / (x) + n (x) g (x) donde m (x), n (x) G üf [x], nece
sariamente 1 = mcd (/(x) ,5 (x)) pu® 1 I / (x) y 1 I / (x). Obsérv®e
también que si f (x) ,g (x) E K[x\, d (x) = mcd (/ (x) (x)) en K [x] si y
sólo si esto es también válido en L [x], cualquiera que sea la extensión L
de K. En efecto, si (1.136) ® válida en K [x], también lo ® en L [x], y
si d (x) I / (x) y d (x) \ g (x) en K [x], ®to también será cierto en L [x].
Por otra parte, si f {x),g (x) G fiT [x] y d (x) = med (/ (x), g (x)) en K [x],
d' (x) = mcd (/ (x), g (x)) en L [x], entone® d (x) | d' (x) pu® d (x) ® un
divisor de f {x) y g (x) en L [x], y d' (x) | d (x) en L [x], ya que d (x) satisface
una relación de Bezout en L [x], ®í que d (x) = d' (x). Sin embargo, una
relación de Bezout para d (x) en L [x] puede no ser válida en K [x].

Nota 1.45. Aunque la labor de determinar el máximo común divisor ®
más ardua en el c®o de los polinomios (vé®e el ejercicio 1.70), el l®tor debe
haber observado la analogía existente entre 1® nocion® y r®ultados ante
riores y los de la sección 1.4. Esta analogía persistirá a lo largo de la sección
y nos permitirá, de hecho, ser brev® y concisos en nu®tr® consideración®
y en 1® demostraciones de muchos de los resultados. Por ejemplo, 1® de
mostraciones de los siguient® r®ultados son completamente análog® a 1®
de algunos de los ®tablecidos en la sección 1.4, y 1® omitiremos, dejándol®
como ejercicio al lector.

Teorema 1.31. Si d(x) = mcd(/(x) ,5 (x)) y h{x) es mónico, entonces
mcá{h (x) f {x),h (x) g{x)) = h (x)d (x). Si además h{x) \ f (x) y h{x) \
g (x) entonces d (x) /h (x) = mcd (/ (x) /h (x) ,g{x) /h{x)).

Corclsurio 1.12. Si d (x) = mcd (/ (x) ,5 (x)) entonces
mcd(/ (x) /d (x), 5 (x) fd (x)) = 1.

Definición 1.26. Si / (x) ,p (x) G A" [x], y mcd(/ (x) ,5 (x)) = 1, se dice
que f (x) y g (x) son primos relativos en K [x].

Teorema 1.32. Para que / (x) y g (x) en K [x] sean primos relativos es
necesario y suficiente que existan m{x) ,n (x) G K [x] tales que

l = m{x)f{x) + n (x) g (x) (1.138)

Corolao-io 1.13. Si / (x) y g (x) son primos relativos en K[x] y h (x) |
/ (x), entonces h (x) y g (x) son aún primos relativos en K [x].
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Teorema 1.33. Si f (x) y g (x) son primos relativos en K [x] y / (x) |
g (x)h (x), entonces f{x)\h (x) en K [x].

Coroleurio 1.14. Si g (x) y h(x) son primos relativos con f (x) , también lo
es g(x)h(x). En tales circunstancias, si gr£id(/ (x)) > O, entonces f (x) |
g (x) h (x).

Más generalmente:

Corolario 1.15. Si m.cd{f(x),gi{x)) = 1, i = 1,2, entonces
mcd(/ (x) (x) 52 (x) •. •5rt (x)) = 1. Si grad(/ (x)) > O, entonces f (x) \
9i(x) 52 {x) ••-pn (x). Dicho de otra manera: si mcd(/ (x), gi (x)) = 1, i =
1.2, ...,n, y / (x) I5i (x) 52 (»)••• 5n (x) 5n+i (a:) >entonces f (x) 15„+i (a;) •

Teorema 1.34. Si /(x) | h{x),g{x) \ h{x) y f{.x),g{x) son pHmos
relativos, entonces f (x) g{x)\h(x).

Nota 1.46. Obsérvese que si f{x),g (x) EK[x], f (x) y g(x) son primos
relativos en K[x] si ysólo si lo son en L[x], cualquiera que sea la extensión
L de K.

Definición 1.27. Se dice que p{x) e K[x] es un polinomio irreducible de
^ N si P(x) ^ JC y los únicos divisores de p(x) en K [x] son los elementos
uo nulos de if y los polinomios / (x) = ap (x) con a E K, a ^ O(es decir las
contantes no nulas de K" y los polinomios asociados con p{x)). Si p (x) es
monico eirreducible, se dice que p(x) es un polinomio primo de K [x].

Nota 1.47. Si p(x) ,f {x)eK[x] yp(x) es irreducible en K[x], decir que
P(®) t / (x) es equivalente a decir que p(x) y / (x) son primos relativos.

Todo polinomio irreducible tiene grado al menos 1, y todo polinomio de
grado 1 es irreducible y asociado de un polinomio primo. De hecho, todo
polinomio irreducible es asociado de un polinomio primo. Si / (x) E K [x]
no es irreducible y / (x) ^ K, se dice que / (x) es reducible en K [x]. Como
es claro, / (x) es reducible en K[x] si y sólo si grad(/ (x)) > 2 y existe
9{x) EK[x] con O<grad(5 (x)) <grad(/ (x)) tal que 9(x) \ f (x).

Nota 1.48. Es claro que si p(x),5(x) E K[x] son irreducibles,
p{x)\q (x) siysólo sip(x) ~ g(x) (mod K), y que sip (x) ,g (x) son primos,
P (®) I Q(x) si y sólo si p (x) = g(x). Dos polinomios primos distintos son
primos relativos.
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Nota 1.49. El hecho de que p (x) E K [x] sea irreducible en K [x] depende
de K, es decir, si p (x) es irreducible en fí" [x] y L es una extensión de K,
puede ser que p (x) no sea irreducible en L [x]. Así x^+ 1 es irreducible en
K [x], como se verifica fácilmente, pero no en C [x], pues x + i y x —i son
divisores de x^ + 1 en C [x].

Nota 1.50. Como se deduce del teorema 1.28, un campo K es algebraica
mente cerrado si y sólo si los únicos polinomios irreducibles de K [x] son los
de grado 1. Así, los únicos polinómios primos en C [x] son los de la forma
X — a con a 6 C.

Nota 1.51. En cualquier campo K, un polinomio de grado 2 es irre
ducible si y sólo si no tiene rmces en K (ejercicio 1.68). De esto se de
duce que un polinomio / (x) de grado 2 en R [x] es irreducible si y sólo si
/ (x) = (2x^ -'rbx + c, a,b,c E R, con b^ —4ac < 0. De hecho éstos son los
únicos polinomios irreducibles de R[x] con grado mayor que 1. Para de
mostrar esto obsérvese que si / (x) € R [x] y a 6 C, entonces / (a) = / (a),
así que si a € C es raíz de / (x), también a lo es. Ahora, si / (x) tiene
grado mayor que 1 y una raíz real, /(x) es reducible (corolario 1.9). En
tonces, si / (x) 6 R [x], grad(/ (x)) > 1 y / (x) es irreducible en R [x],
sus raíces son todas complejas no reales, y si a es una de ellas, también lo
será a. Como ga (x) = (x —a) (x —a) = x^ -H 6x -H c con b = —23? (a) y
c = |a:|^, se tiene que 5a (x) E R[x] y, de esto, que /(x) = h(x)5a(x),
donde h (x) G R [x]. Pero como / (x) es irreducible y h (x) 6 R [x], necesa
riamente h{x) = a 6 R, a O, así que / (x) = aga (x). Como evidente

mente (a3?(o:))^ —(a|Q:|)^ =a^ ^(3?(a))^ - |a|̂ ^ <O, pues |3?(a)| < |q:| ,
ya que (a) ^ O, esto demuestra la afirmación.

Nota 1.52. Por el contrario, en Q [x] puedenexistir polinomios irreducibles
de cualquier grado, como demostraremos al final de esta sección (teorema
1.36).

Nuestro siguiente teorema es completamente análogo al lema 1.1 de la
sección 1.4 y da una descripción de cualquier polinomio sobre un campo K
en términos de polinomios irreducibles (en general, de grado menor), lo cual
puede dar valiosa información sobre la estructura del polinomio. Nótese
que si p (x) es primo en AT [x] y p (x) f (x), i = 1,2,..., n, el hecho de que
P (x) I /i (a:) • • • fn (x) fn+i (x) asegura que p (x) | /„+i (x) (pues, corolario
1.14, mcd(p(x) ,/i (x)) = 1, i = l,2,...,n).
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Teorema 1.35. Si K es un campo, f (x) &K[x] y grad(/ (x)) > 1, existen
polinomios primos pi (a:), ...,Pn (x) en K[x], n>l, y a e K, tales que

/ (x) = api (x) •••Pn (x). (1.139)

Tal descomposición es además única, en el sentido de que si también

f (x) = bqi (x) •••Qn (x) (1.140)

donde b^ K y los qi{x), i = 1,2, ...,n, son polinomios primos en K [x],
entonces a —b, m = n, y existe una aplicación biyectiva <7 de {1,2,
en SI mismo tal que

Pf (x) = gff(i) (x), i = 1,2, ...,n. (1.141)
Si f (x) es mónico, se puede tomar o= 1 en (1.139).

Demostración. Sea Ael conjunto de los polinomios en K [x] con grado
mar yor o igual que 1 y para los cuales no es posible una descomposición
(1.139). Supóngase que A 0 y sea / (x) e Ade minimo grado posible.
Claramente grad(/ (x)) >1yno es irreducible, pues, en tal caso, existirían
°-f^ypi(x)eK{x], primo, tales que /(x) = api (x). Pero entonces,

9{x),h (x) € K[x], con 1 <grad(í? (x)) , grad(/i (x)) < grad(/ (x)),^es que / (x) =5(x) h(x), y, por definición de A, g{x) ^ Ay h(x) ^ A.
Esto da, paxa cada uno de g{x), h(x), y por tanto para / (x), una de-
^mposición de la forma (1.139). Esto es absurdo, así que A = 0, y
a afirmación sobre la existencia de una representación (1.139) para to

do poünomio f{x)eK [x] con grad(/ (x)) > 1 queda asegurada. En
cuanto a la unicidad, supóngase que (1.139) y (1.140) valen para / (x).
Entonces pi(x) | (x) •••qm(x), así que existe (7(1) = 1, 2,..., m tal

p\ (x) I q^f^^ (x). Esto es consecuencia del corolario 1.13. Entonces
Pi (^) —9,7(1) (x) , yse tendrá que

9(x) := ap2 (x)...p„ (x) = bqi (x) •••9<t(i) (x) •••qm (x) , (1.142)
donde el símbolo significa que 9o-(i) (x) debe omitirse. Podemos ahora
razonar por inducción, suponiendo que la afirmación es válida paxa todo
polinomio ^(x) € K[x] con 1 <grad(g(x)) <grad(/(x)). Nótese que es
obviamente cierta si grad(/(x)) = 1, pues en tal caso m = n = 1 (si no,
una al menos de las dos descomposiciones debería tener grado mayor que
1), y de opi (x) = 691 (x) se deduce que a = 6 y pi (x) = 91 (x). Obsérvese
que es también válida si n = 1 en (1.139), pues (1.142) implicaría que
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ab~^ = <7i (x)-"9,7(i) {x)--qm (x), lo cual es absurdo sim > 1(compárense los
grados), e implica de nuevo quea = by quepi (x) = qa(i) (x) = 91 (x) . Pero
entonces, si grad(5(x)) > 1 en (1.142), la hipótesis de inducción garantiza
que m = n, que o = 6 es el coeficiente de grado máximo de / (x), y que existe
<7 : {2,...,n} —> {l,...,n} \ {(7 (1)}, biyectiva, tal que 9,7(1) (x) = pi (x) ,
i = 2, ...,n. Esto demuestra el teorema. •

Nota 1.53. El teorema anterior se expresa frecuentemente en términos de
polinomios irreducibles (en lugar de primos), diciendo que si /(x) G K[x]
y grad(/ (x)) > 1, existen p\ (x), ...,p„ (x), irreducibles en K [x], tales que
/ (x) = Pi (x) • • •Pn (x), n > 1, y que si también / (x) = 91 (a^) •'' 9m(x)
con los 91 (x) irreducibles en K [x], entonces m = n y existe a como antes
tal que pi (x) ~ q„^i) (x) (modK) para todo i = 1,2,..., n. Claramente esto
es equivalente al enunciado del teorema 1.35, y en este momento parece
superfino. Sin embargo, existen algunas razones para esto (véase, la nota
1.56, más adelante).

Del teorema 1.35 se deduce sin más el siguiente corolario.

Corolario 1.16. Si K es un campo y f (x) e K [x] es tal que grad(/ (x)) >
1, existen a E K, polinomios primos distintos pi (x),..., pn (x) en K[x], y
enteros Oi > O, i = 1, ...,n, tales que

f (x) = apf'̂ (x) •••p®" (x). (1.143)

Además, tal descomposición es única, salvo por el orden de los factores.

Demostración. Obviamente (1.139) y (1.143) son, después de agrupar fac
tores iguales, equivalentes. •

Definición 1.28. Las factorizaciones de /(x) dadas en (1.139) y (1.143)
se denominan, respectivamente, las descomposiciones prima y primaria de
f{^)-

Como en el caso de los enteros, si / (x) ,g{x) &K{x], f (x) g (x) ^ O, y

/(x) = ap '̂ (x) ••-p®" (x) = bp^"^ (x) •••p^"(x),

donde a,b E K, los pi (x) son primos, y oti,(3i > Opara i = 1, ...,n entonces

mcd(/ (x), 9 (x)) = pf (x) •••p^" (x), 7i = mín(oi,A), i- 1,..., n.
(1.144)
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Y si

(ab) ^f{x)g{x)
mcm{f{x),g(x)) ;=

mcd{f{x) ,g{x))

(el nunimo común múltiplo de / (x) y g (x)), entonces

(1.145)

mcm(/ (z) ,g(x)) = Pi^ (x) ••• (x), m = máx(ai,/?i), ¿ = 1,
(1.146)

Nota 1.54. Si íf es un dominio, las propiedades (1.103), (1.105), (1.106),
(1.107), (1.108), (1.112), (1.113), (1.114), (1.115), (1.116), (1.117), y el hecho
de que
f{x)g{x) = Osi y sólo si / (x) = Oo 5(x) = O, sugiere que, salvo porque
K [x] ^ C, ÜT [x] podría considerarse como un dominio (lo es, en el sentido
abstracto), aunque no como im campo (aún si K lo es), pues, por ejemplo,
OI* 1 j.' A .X ^ carece de sentido.

Notal.55. La noción de máximo común divisor de dos enteros se genera
liza aim número finito de ellos (no todos nulos); d = mcd (ai,...,On) (véase
la sección 1.4). La noción de máximo común divisor de dos polinomios
sobre un campo K también se generaliza a un número finito de ellos (no
todos nulos), y es claro aún que d(x) = mcd (/i (x),..., /n (a:)) si y sólo si

Ifi (a:) y existen mi{x) EK [x], i = 1,2,...,n, tales que

d(x) = mi (x) /i (x) H -H (x) (x) (1.147)

Asu v^, si ninguno de los fi (x) es nulo ya € ÜC es tal que af\ (x) •••/n (x)
es monico, se define aún

•n™(/i(x),...,/„(x)):= (1-148)
mcd(/i(x),...,/n(x))

Incursionaremos ahora, brevemente, en la teoría de los polinomios sobre
Z y sobre dominios más generales.

Definición 1.29. Si / (x) = o^x- -f an_ix-^ -h •••-H «o GZ[x]. / (x) # O,
se define

c(/(x)) = mcd(ao, ...,nn) • (1.149)
Se dice que c(/ (x)) es el contenido de f (x). Si c(/ (x)) = 1, se dice que
/ (x) es un polinomio primitivo de Z[x], o un polinomio primitivo sobre Z.

,iáL
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Evidentemente c(/ (x)) G Z y c(/(x)) > 1. Todo polinomio mónico es
obviamente primitivo. SiaGZ, a^Oy / (x) GZ [x], / (x) ^ O, entonces

c(a/(x)) = la|c(/(x)) (1.150)

pues mcd(aao, oan) = |a| mcd (oq,-., a„). Además, clarsunente
/ (x) = c(/(x))/(x), donde /(x) es primitivo, y no es difi'cil demostrar
que si f [x) ,g (x) G Z [x] son primitivos, también / (x) g (x) lo es (ejercicio
1.80). Esto implica que si / (x), g (x) G Z [x] son no nulos entonces

c (/ (x) g (x)) = c (/ (x)) c{g(x)). (1.151)

En efecto, / (x) = c (/ (x)) / (x), ^ (x) = c {g (x)) g (x), donde f{x)yg (x)
son primitivos, de lo cual c(/(x) g(x)) =c(/(x)) c(g (x)) c (x) g(x)^ =
c(f (x)) c(g (x)), pues c^f(x)g(x)^ =1. La relación (1.151), que juega
un papel importante en la teoría de los polinomios sobre dominios, se debe
a Gauss. Nótese que (1.150) es un caso especial de (1.151).

Supóngase ahora que / (x) G Z [x], con grad(/ (x)) > 1. Como / (x) G
x], / (x) se escribe en la forma

/ (x) = agí (x) •• •9„ (x) (1.152)

donde a G Z y (jfc(x) G Q[x] es, para todo k = 1,2, ...,n, un polinomio
primo en Q [x]. Sea ahora i>fc G Z tal que pk (x) = bkQk (^) ^ 2 N >
k = 1,2, ...,n (tómese, por ejemplo, bk igual al mínimo común múltiplo de
los denominadores de los coeficientes no nulos de gk (x)). Claramentepk (x)
es aún un polinomio irreducible de Q[x], y si Pk (x) = c(pk {x))~^Pk (x),
también pk (x) es irreducibleen Q [x]. Pero entonces, como es obvio, pk(x)
es irreducible en Z [x]. Ahora,

í»! • • •bnf (x) = api (x) • ••pn (x),

de lo cual |6i ••• |c(/ (x)j^ = |a| c(pi (x)) •••c(p„ (x)), así que, si / (x) =
c(/ (x))~^ / (x), entonces / (x) = api (x) •••Pn (x). Se deduce que

f(x) = c(f(x)) -pi (x) (x)

Por otra parte, si p G Z, es claro que p es irreducible en Z [x] si y sólo si
también lo es en Z. Se deduce que si c(/ (x)) = itpi • • •Pm, u = ±1, es la
descomposición prima de c (/ (x)), entonces

/ (x) = Itpi • • •Pn •Pi (x) •• •Pn (x) , (1.153)
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así que / (x) es producto de irreducibles en Z [x]. Obsérvese que si un
polinomio p (x) es irreducible en Z [x], necesariamente p (x) es primitivo
(si no, c(p(x)) 1, será entonces producto de irreducibles de Z, y como
p(x) = c(p(x))p(x) con p(x) primitivo, p{x) no será irreducible). Es
ta observación implica, como se verifica fácilmente, que la descomposición
(1.153) de / (x) € Z [x] es única, salvo por asociados y orden de los fac
tores. Por esta razón se dice que Z [x] es un dominio de descomposición
factorial única, o, simplemente, im dominio factorial. Si /íT es un dominio
arbitrario, puede suceder que K[x] no sea im dominio factorial, pues, de
hecho, K mismo puede no serlo (véase el ejercicio 1.55). Si /íT = Z[¿] es
el anillo de los enteros de Gauss, es posible demostrar que tanto K como
K [x] son dominios factoriales. De hecho, bastaría demostrar esto para K,
pues trabajando entonces en K[x\ {K es el campo de cocientes de íf), es
posible usar argumentos completamente análogos a los usados más arriba
para estableder que también K [x] ío es. Sin embargo, no demostraremos
por ahora que Z[i] es un dominio factorial, dejándolo para más adelante.

Demostraremos ahora el criterio de irreducibilidad de Eisenstein, pre
viamente mencionado.

Teorema 1.36 {^Criterio de Eisenstein). Sea f (x) = anX^ -f- *••+ 00 £ Z [x]
y supóngase que existe un primo p tal que

pfon, p IOfe, k = 0,l,...,n- 1, p^ j-ao- (1.154)
Entonces, f (x) es irreducible en Q[x].

Demostración. No hay pérdida de generalidad al suponer, paralos propósitos
a lavista, g|ue / (x) es primitivo, ya que si / (x) = c(/ (x)) f (x) , los coefi
cientes de / (x) satisfacen las mismas condiciones (1.154) que los de / (x),
pues p I c(/ (x)). Supongamos entonces que / (x) es reducible en Q [x] y
que / (x) = qq (x) ho (x), donde qq (x), fio (a:) S Q [x] con 1 < grad(5o {x)),
grad(ho (x)) <grad(/ (x)), y sean 6, c GZ tales que g (x) = bgo (x), (x) =
chq (x), estén en Z[x]. Como bcf (x) = g{x)h(x), se deduce que |6c| =
c(g(x)/i(x)), de lo cual /(x) = g{x)h{x), donde g{x),h{x) jS Z[x]
son primitivos. Supongamos que p (x) = feo + H- ••• + brx'̂ , h (x) =
coJ- cix H (- CsX®, siendo r > Oy 5 > Olos grados respectivos de g (x)
y h(x). Suponemos 6i = O, i > r; Ci = O, t > s. Nótese que ao = óoCq,
y como p I oq entonces p | 60 o p ] co- Como p^ -f ao, podemos supo
ner que p I cq. Ahora, p i br y p f Cg, pues p t (y «n = brCg). Sea
k = nun{í : p I 6i, i = 0,1, Como p | 60 entonces k > 1 y p j bi para
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todo ¿ = 0,1,..., fc - 1. Pero ajt = bkCo + 6fc-iCi -I 1- i»oCfc y p | flfc, lo
cual contradice el hecho de que p f bkCQ. Esta contradicción asegura que la
factorización f (x) =g (x) h (x) no es posible, así que / (x) es irreducible en
Q [x]. •

Nota 1.57. Nótese que si en el teorema 1.36, /(x) es primitivo, entonces
/ (x) también es irreducible en Z [x].

El siguiente corolario del teorema 1.36 asegura la existencia de poli
nomios primos sobre Q de cualquier grado.

CorolcLrio 1.17. Si p es un primo, x" —p es irreducible sobre Q para todo
n> l.

Demostración. Teniendo en cuenta que an-i = an-2 =
afirmación es consecuencia obvia del teorema. •

= ai = O, la

El siguiente resulteido es útil en la teoría de las llamíidas extensiones
cicíotómicas que serán exEiminadas en el segundo curso de álgebra. Véase,
al respecto, la sección 1.7, relación (1.45).

Corolario 1.18. Si p es un primo, el polinomio

xP- 1
/(x) = = xP-^ + xP-^ +

X — 1

.p-2

es irreducible sobre

+ 1 (1.155)

Demostración. Demostraremos que / (x -h 1) es irreducible sobre Q. Es
to es suficiente, pues si / (x) = g (x) h{x), g (x) ,h{x) 6 Q [x], también
/ (x + 1) = 5 (x -h 1) /i (x -h 1), y es claro que 5 (x -H 1), h (x -|-1) G Q[x].
Pero

/ (x -I-1) =
(x + l)'' - j. ^

Jfe=i

= E
X

(1.156)

(véase el ejercicio 1.44), y evidentemente (^ = 1yP| (fc), I < k<p, pues
(fc) = ki(pU)i^ mientras que p^ f (p), pues (?) =p. •
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1.11. Conjuntos finitos e infinitos

Para terminar este ya largo capítulo, revisaremos brevemente las nociones
de conjunto finito e infinito, y estableceremos algunas de sus propiedades
más elementales, las cuales serán, sin embargo, útiles en el futuro (y de
hecho, suficientes para casi todas las necesidades básicas de la matemática).
Algo diremos también sobre la noción de cardinal y sobre la interpretación
cardinal del número natural. Los argumentos de esta sección son simples,
pero a veces engorrosos. Aconsejamos al lector asimilar las definiciones
y comprender los enunciados de los teoremas, y luego recurrir más a su
intuición que a las demostraciones.

Definición 1.30. Se dice que un conjunto X es infinito, si existe vma
aplicación inyectiva y no sobreyectiva de X ensí mismo. En caso contrario
se dice que X es finito.

La anterior característica de la infinitud parece ser la única importante
en matemáticas (Cantor). Si existe otra, no entraremos a investigarla.

Ejemplo 1.4. El conjunto N de los números naturales es infinito. La
aplicación/(n) = n + l de Nen sí mismo es inyectiva pero no sobreyectiva(no existe ne Ntal que / (n) = 0). El conjunto vacío yel conjunto reducido
a un único elemento son finitos.

Para poder establecer algunas propiedades básicas de los conjuntos in-
fimtos necesitaremos el siguiente axioma de la teoría de conjuntos.

Axioma de elección {A.E.) Sí{Aí)í^j es una familia de conjuntos no
vacíos tales que Aif] Aj = 0 si i j, y si I ^ 0, existe una aplicación
^ ^ ^ ^ ^ para todo i EI.

Se dice que / es una función de elección. El enunciado anterior es equi
valente al siguiente; existe un conjunto Aque tiene con cada Ai exactamente
un elemento en común. En efecto, si (A.E.) es válido y / es una función de
elección, sea A= / (/). Recíprocamente, si el enunciado anterior es válido,
sea / : I —* (J Ai dada por / (i) igual al único elernento en Aj n A (nota

íG/

1.1). Si / 0 y Ai 0 para todo ¿ e /, el axioma (A.E.) asegura, aún si
los Ai no son dos a dos disyuntos (no necesariamente Ai DAj = 0 si i j),
la existencia de una función de elección (/ (i) € Ai para todo i E I). Basta,
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en efecto, tomar / = pog, dondeg : I —> U Ai x {z} tal queg (i) € Ai x {z}
i€/

para todo i e I está dada por {A.E.), y p : X x I —> X, X = (J Ai, es
16/

p((a,z)) = a.

El axioma (A.E.) asegura la existencia de un mecanismo que permite ele
gir un punto de cada conjunto de una familia no vacía (/ ^ 0) de conjuntos
no vacíos, sea ésta finita o infinita. Frecuentemente este mecanismo está in
volucrado en la descripción misma de la familia (por ejemplo, si (Ai)^^^ es
una familia de subconjuntos no vacíos de N, una función de elección está au
tomáticamente dada por / (z) = mín Ai), pero el axioma (A.E.) asegura que
aún si este no es el caso, la elección es posible. El axioma (A.E.) tiene
implicaciones importantes en todas las áreas de la matemática. Las que es
tudiaremos en este capítulo tienen que ver con la distinción entre conjuntos
finitos e infinitos.

Lema 1.3. Sean X, Y conjuntos. Entonces:

{a.) Si X 0 y f : X —* Y, para que exista g : Y —> X tal que
g o f =. ix es necesario y suficiente que f sea inyectiva.

(b) Si f -. X —> Y, para que exista g : Y —> X tal que f o g = iy es
necesario y suficiente que f sea sobreyectiva.

Demostración, (a) Si existe g : Y —» X tal que gof = ix, necesariamente
f es inyectiva, pues si f (x) = f {x') entonces x = g{f (x)) = g{f (x')) = x'.
Supongamos ahora que / sea inyectiva. Si f (X) = Y, sea g : Y —> X
dada por g (y) igual al único elemento de f~^ ({y}) para todo y ^ Y. Si
/ (AT) 7^ Y, sean a E X y f :Y —> X dada por

, , í a, si y
{ único e

ey\/(X)^
elemento de / ^{{v}) >si y E f (X).

Evidentemente g (/ (x)) = x para todo xEX. (b) Si / o g = zy, necesaria
mente / es sobreyectiva, pues siy eY entonces f {g(y)) = y. Supongamos,
recíprocamente, que / es sobreyectiva. La afirmación es obvia si Y" = 0, pues
también deberá ser AT = 0, y bastará tomar f = g = (0,0,0). Suponga
mos entonces que Y ^ 0, así que también X ^ 0, y sea g : Y —• X tal que
g (y) E f~^ ({y}) para todo y eY. La función g está dada por el axioma
(A.E.), es decir, es una función de elección para la familia (/"^ ({y}))j,gy •
Evidentemente f {g (y)) = y para todo y E Y. U
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Corolario 1.19. Las afirmaciones siguientes para un conjunto X son equi
valentes:

(a) Existe f : X —> X, inyectiva y no sobreyectiva.

(b) Existe g : X —» X, sobreyectiva y no inyectiva.

Demostración. Nótese que ambas condiciones aseguran que X ^ 0. La
demostración resultaentonces del lema 1.3. En efecto, si / es inyectiva y no
sobreyectiva, existe g:X —> tal que gof = ix, asique g es sobreyectiva;
y no es inyectiva, pues si lo fuera, sería / = Y / sería sobreyectiva.
Reciprocamente, si g es sobreyectiva y no inyectiva, y si g o f = ix, f es
inyectiva yno sobreyectiva. •

Nota 1.58. Por lo tanto, si toda aplicación inyectiva de X en sí mismo
es sobreyectiva, toda aplicación sobreyectiva g : X —* X será automática
mente inyectiva.

Corolario 1.20. Un conjunto X es infinito si ysolo si existe g . X
sobreyectiva yno inyectiva.

Corolario 1.21. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

(1) X es finito.

(2) Toda aplicación inyectiva f :X —*X es sobreyectiva.
(3) Toda aplicación sobreyectiva f:X —>X es inyectiva.

Definición 1.31. Si m,n €N, m< n, se define

(m,n) = {g e N: m < í < "}•
Así, (m,m) ={m}, (m,m +1) ={m,m +1}, etc.

Lema 1.4. Si existe f : (O, n) >• (O, m), inyectiva, entonces n < m. Si
además f no es sobreyectiva, n < m.

Demostración. Todo es claro si n = 0. Haremos inducción sobre n. Supon
gamos que / ; (0,7i-|-1) —i. (0,Tn) es inyectiva. Entonces / ((O, n H- 1)) C
(O, m), asíque / ((O, n 4-1)) es novacío y superiormente acotado. Entonces

X,

(1.155)
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(nota 1.23), existe O < p < n + 1, único, tal que / (p) = taáxf {{0,n + 1)).
Sea i : (O, n) —> (O, n + 1) dada por i{k) = k, k < p, i {k) = k + 1,
k > p. Claramente f o i es inyectiva, y aplica (O, n) en (O, m —1), puesto
que f{k) < f{p) <ms\k^pyf oi{{0,n)) = /((0,n-M) - {p}) C
(O, / (p) —1). Entonces n < m —l,yn-|-l < m. Supongamos ahora
que / no es sobreyectiva. Si / o ¿ lo fuera, se tendría que / (p) = m y
/ ((O, n -^ 1)) = (O, m), lo cual es absurdo. Entonces n < m—1, y n-t-1 < rn.
•

Corolario 1.22. Si f : (O, n) —> (O, m) es sobreyectiva entonces m < n.
Si además f no es inyectiva, m < n.

Demostración. Consecuencia de los lemas 1.3 y 1.4. •

Corolario 1.23. Los conjuntos (0,n), n € N, son finitos. Para que exista
una aplicación biyectiva f : (O, n) —» (O, m) es necesario y suficiente que
m = n.

Corolario 1.24. Si X es infinito y n € N, no existe ninguna aplicación
sobreyectiva / : (O, n) —• X.

Demostración. Supóngase lo contrario y sea n mínimo para el cual existe
tal /. Entonces n > 1 y / es inyectiva (pues si / (i) = / (j), O< í < j < n
y (p : (0,71—1) —> (0,7i) se define por ip{k) = k, k < i, (p{k) = k + 1,
k > i, es claro que / o <p es aún sobreyectiva). Sean entonces g : X
(0,7i) inyectiva y h : X —> X inyectiva y no sobreyectiva. Claramente
g o ho f : (0,7i) —> (O,ti) es inyectiva y no sobreyectiva. •

CorolEirio 1.25. Si X es infinito, existe f : X, inyectiva.

Demostración. Como X ^ 0, existe fo : (0,0) —* X, y como X esinfimto,
/o no es sobreyectiva. Sean xi GX \ /o ((0,0)) y fi: (0,1) —*• X dadapor
fi (0) = fo (0), fi (1) = Si. Haremos inducción sobre n > 1,suponiendo que
existe fn • (O, n) —> X, inyectiva, talque fn (k) = fn-i (^) si fe G(O, n —1).
Como fn no es sobreyectiva, podemos definir entonces fn+i • (O, n + 1) •
X tal que fn+i (fe) = fnik), k e (0,n), fn+i (n 1) G X \ ((O.n)).
Claramente fn+i es inyectiva. Sea aJiora / : N —^ X definida por / (n) =
fn (ti) ,71 = 0,1,2,.... Es fácil verificar que / es inyectiva. •

Corolario 1.26. Si X es infinito, existe g : X í, sobreyectiva.
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Si un conjunto X tiene un subconjunto infinito Y, X misnicj es infinito,
pues si p : y —> y es inyectiva y no sobreyectiva, / : X —» A', definida por
f{x) = X, Xe. X ^ Y; f{x)=g{x), x E Y, es inyectiva y no sobreyectiva.
Se concluye que si A es finito y Y Q X, también Y es finito. Es también
evidente que si A es infinito y f : X —> Y es inyectiva, f (X) es infinito.
Por lo tanto, si existe / inyectiva de N en A", o ^ sobreyectiva de X en N,
X es necesariamente infinito. Esto implica el siguiente teorema.

Teorema 1.37. Si X es finito y f : X —> N entonce.s f(X) es acotado.

Demostración. Si no, existirían no < ni < ••• < ••• en J (X) y
h : N—»• / (A), definida por h(k) = n^, sería inyectiva. Esto suministraría
una aplicación sobreyectiva g de f (X) enNy gof : X >N sería también
sobreyectiva. •

Corolario 1.27. Si X es finito yno vacío, existen n e N y / : (O, n)
sobreyectiva.

X,

Demostración. Si no, razonando como en el corolario 1.23, se podría cons-
^^uir / : pj —y inyectiva. •

Corolario 1.28. Si X es finito y no vacío, existen un único n y una
aplicación biyectiva f : (0,n) —• X.

demostración. Sea n, mínimo, para el cual existe f : (O, n) >X, sobreyectiva. Entonces / es inyectiva. •

Definición 1.32. Si Xes finito yno vacío ynes como en el corolario 1.26,
se dice que x tiene n + 1 elementos, o que el cardinal de AT es n + 1. Se
escribe Card(A) = n+ 1. Se dice también que 0 tiene Oelementos y que
su cardinal es O; Card(0) = 0.

Si X es finito, existe un único n GNtal que n =Card(Ar). Si existe /
biyectiva de (0,n) sobre X, Xes finito con n-l-1 elementos. En efecto, si
existe ip .X• yXinyectiva yno sobreyectiva, / ^o^o/:(0,n) »• (O, n)
sena inyectiva yno sobreyectiva.

El siguiente concepto precisa la noción de enumerar un conjunto: asignar
un número natural distinto a cada uno de sus elementos.

Definición 1.33. Si existe / : X —> N, inyectiva, se dice que X es enu
merable.
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Todo conjunto finito es enumerable, pues si f {O,n) —> A, n 6 N, es
biyectiva, f~^ puede verse como una aplicación inyectiva de A en N. De
cir que X ^ 0 es enumerable equivale a decir que existe una aplicación
sobreyectiva g : M —> X.

Nota 1.59. Si A, y son enumerables, también lo es A x Y. En efecto,
si 0 ; A —> N, <jí> : y —> N son inyectivas, f : X x Y —> N, dada por
f{x,y) = (véase el ejercicio 1.32), es inyectiva. En particular
N X N es enumerable, y existirá <f>: N —* N x N, sobreyectiva. El anterior
resultado implica que si es una familia de conjuntos enumerables,
A — es enumerable. En efecto, si para todo m 6 N, /m : N —* Am
es sobreyectiva, f :N xN —> A dada por / (m, n) = fm {n) es sobreyectiva,
y también lo será / o 0 : N —> A.

Ejemplo 1.5. El conjunto Z de los números enteros es enumerable, pues
la aplicación 0 : Z —> N dada por

es

0(A:) ={
2fc-t-l,

-2(^ + 1),
fc>0

fc<0
(1.156)

inyectiva (y obviamente, también sobreyectiva). También es enumerable
el conjunto Q de los números racionales, pues la aplicación v? : Z x Z* —> Q,
(p{m,n) = m/n, es sobreyectiva.

Nota 1.60. En realidad, A es enumerable infinito si y sólo si existe
f : N —A, biyectiva. En efecto, si A es enumerable, existe una función
sobreyectiva g : N —> X. Para cada x E X, sea n (x) = míng"^ (x). Si el
conjunto A = {n (x) : x GA} fuera finito y m fuera su máximo, sería evi
dente como definir A —» (O, m) inyectiva y (O, m) —> A sobreyectiva. Por
lo tanto, si A es infinito, también lo es A. Siahoradefinimos no = mín^l, e
inductivamente n^+i = mín(.A \ {no,...,nm}) ,y si 0 : .<4 —> A está dada
por 0 (n (x)) = Xy v?: N —* A lo está por ip (m) = nm, es claro que 0 y
son ambas biyectivas, y basta tomar / = 0 o(/?. Lo recíproco es trivial.

Un número real a G [0,1) = {í GM: O< í < 1} tiene una expresión
decimal de la forma

a = 0.aia2a3 • • • (1.157)

donde O< < 9, A: = 1,2,.... Además, existe fc > 1 tal queajt ^ Oy o, = O
para todo z > fc si y sólosi a tiene también la expresión decimal 0.6162^3 ••• >
donde bi = ai, i = 1,2, ...,k - 1, bfc = ajt - 1 > Oy 6¡ = 9, z > fe. En
efecto, ambas expresiones decimales representan el mismo número racional
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a = (aittaas •••ajfc)/lO*' = (lO'̂ '̂ ai + 10*^~^a2 H Hajt)/10^". Esto es
obvio en el primer caso, y en el segimdo resulta de observar que lO^a =
6162 •••bk + 0,999• •• y que 0,999• •• = 1 (pues si 6 = 0,999 • •• , entonces
106 —6 = 96 = (9,999 •••) —(0,999 •••) = 9). Denominaremos desarrollo
decimal de a aquel que no contiene sólo nueves a partir de un cierto k >1.
Todo desarrollo decimal 0.010203 ••• es el deseu-rollo decimal de un número
a € [0,1). Así 0,44999... = 0,45, pero el desarrollo decimal es 0,45.

Teorema 1.38. El intervalo [0,1) de R, es no enumerable.

Demostración. Sea ip : N—>[0,1), y escribamos ip{n) = 0.aina2na3n ••• ,
donde 0.airta2TiO3n ••• es el desarrollo decimal de y? (n) . No hay perdida de
generalidad al suponer que vj(0) = 0. Sea entonces o = 0.616263 ••• , donde

7^ Onn y 6„ 76 0,9, n > 1. Claramente a^ Qy difiere de (n), n > 1,
al menos en 6^ Onn, lo cual implica que o ^ ^ (N). Entonces no puede
ser sobreyectiva. •

Corolario 1.29. Los conjuntos R y C son no enumerables.

Demostración. Ya sabemos que [0,1) no es enumerable. Como if) : R —>
[0,1) dada por

i¡}{a) =
a

1 + |a|
®s obviamente sobreyectiva, si R fuera enumerable y / : N—»•
breyectiva, •0o/; N—>[0,1) sería sobreyectiva, lo cual es absurdo. En
tonces, R no es enumerable. Tampoco C es enumerable, pues g : C —> R,
9(o) = R(a), es sobreyectiva. •

Definición 1.34. Si A y Yson conjuntos y existe / : X —> Y, inyectiva,
se dice que el cardinal de X es inferior al cardinal de Y, y se escribe

Caxd(Y) < Card(Y). (1.159)

Nota 1.61. La relación (1.159) es válida si X 0 (nota 1.2). Ysi X 0,
es válida si y sólo si existe g : Y —> X sobreyectiva (lema 1.3).

Si Card(X) <Card(y) y Card(Y) <Card(A") , se dice que X y Y tienen
el mismo cardinal, y se escribe

Card (X) = Card (Y)

Se dice también que X y Y son equinumerosos.

(1.158)

fuera so-

(1.160)
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Nota 1.62. Si existe f : X —> Y, biyectiva, se dice que X y Y son
equipotentes. Es claro que si X y Y son equipotentes entonces Card(A') =
Card(Y), es decir, X y Y son equinumerosos. Lo recíproco es también cierto,
pero como no lo usaremos, no lo demostraremos.

Definición 1.35. Si Card(X) <Card(Y) pero Card(X) ^Card(Y), dire
mos que el cardinal de X es estrictamente inferior al de Y, y escribiremos

Card (A) < Card (Y) (1.161)

Nota 1.63. Decir que Card(A') <Card(Y) equivale a decir queCaxd(A') <
Card(Y) pero no existen f : X —> Y, sobreyectiva, o g : Y —• X, inyectiva.
Esto responde intuitivamente a la idea de que Y puede cubrir a X, pero X
no puede cubrir a Y; o sea, a que, en alguna forma, Y tiene más elementos
que X.

Diremos que el cardinal de N es (Aleph sub cero): Hq =Card(N). Si
X es infinito entonces

No = Card (N) < Card {X) (1.162)

Esto resulta del corolario 1.23. Más aún, Card(A") = No si y sólo si A" es
infinito enumerable, como resulta de lo dicho en la nota 1.60.

Como lo hemos mencionado, la noción de cardinal generaliza la idea de
número de elementos de un conjunto finito a los conjuntos infinitos, y ol he
cho de que Caxd(A) <Card(Y) sugiere que Y tiene, en alguna forma, mas
elementos que X. Ya hemos visto, por ejemplo que No =Card(N) <Card(R),
así que hay más números reales que números naturaJes. También
No <Card(C), y habrá más complejos que naturales. Por otra parte
No < Card(R \ Q), pues R\ Q es infinito (^ es irracional para todo
n € N, n > O(sección 1.7), y Nes infinito), y si fuera No =Card(R \ Q) >
o sea, si R \ Q fuera enumerable, R= QU (R \ Q) sería enumerable (nota
1.59), lo cual es absurdo. Entonces,

No < Card I \
(1.163)

En este sentido, C, R y (R n Q) son más numerosos que N, y que Z y Q,
pues.

No = Card (N) = Card (Z) = Card (Q). {1-164)
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También Card(N) =Card(N x N) =Card(Z x Z) =Card(Q x Q) = tío (nota
1.59). De hecho, si X es enumerable infinito, n > 2, y

X'' = XxXx--xX (n factores), (1.165)

im argumento inductivo basado en la nota 1.59 demuestra que

Card(X") = tío,

y lo mismo es cierto de todo subconjunto infinito Y C X^, (pues tío S:
Card(y) <Card(jí") = tío). De las consideraciones anteriores y de lo ob
servado en la nota 1.59, se deduce el siguiente teorema, que será útil más
adelante.

Teorema 1.39. El conjunto O fxl de los polinomios en x sobre Q es enu
merable.

Demostración. En efecto, Q[2] = U Qn N, donde Qn N = {f i^) ^
QN :grad(/(a:)) < n}, y obviamente la aplicación y? : —> Qn N
dada por ^(ai,a2, -.jan+i) = ai -1- a2X- -I- 1- a„+ix" es biyectiva, así que
Card(Q,j [x]) =Card(Q"+^) = Ho. Basta ahora aplicar lo dicho en la nota
1.59. •

EJERCICIOS

1-1 Verifique las relaciones (1.1).
1-2 Verifique la primera de las relaciones (1.2).
1.3 Verifique la segunda de las relaciones (1.11).

1.4 Sean (di).una familia desubconjuntos deX, f : X
que:

\iei /

(ha) c n/(A).
\iel / »e/

2. /

Y. Verifique

y dé ejemplos de f : X —> F y de dos subconjuntos Ai, A2 de X
tales que / (di n d2) ^ f (vli) n / (d2). Demuestre además que
/ (di n d2) = / (di) n / (d2) cualesquiera que sean di, d.2 C X si
y sólo si / es inyectiva.
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1.5 Sean / : A'
muestre que

1.6 Sean / : X

79

•* Y, (Bi)¿gj una familia de subconjuntos de F. De-

1-
\ieJ ) ieJ

2.

\ieJ J ieJ

Y, A C X,B CY. Demuestre que

dc/-i(/(d)), f{r'iB))cB

y dé ejemplos en los cuedes las inclusiones sean estrictas (es decir, donde
no valga la igualdad). ¿En qué circunstancias es válida la igualdad
para la primera de estas relaciones para todo d C X7 ¿Y, la segimda,
para todo B CY?

1.7 Sean f,AyB como en el ejercicio anterior. Verifique que f~^ (F \ B)
= AT \ / ^(jB), y que si / es inyectiva, / (A \ d) C F \ / (d).

1.8 Sea G C X XY una gráfica. Demuestre que (G~^) ^= G, y que
si C C G entonces (G')~^ C G~^. Demuestre en detalle que si / =
(A, G, Y) es una función, G~^es funcional si y sólo si / es inyectiva,
y que (F, G~^ A) es una función si y sólo si / es biyectiva.

1.9 Sean G C A x A una gráfica. Se dice que R = (A,G,A) es una
relación de equivalencia en A si:

(1) Ax C G ((a, a) e G para todo a € A)

(2) G C G-i (de lo cual, G-^ = G : (a,6) GG si y sólo si (6, a) € G)
(3) GoG CG (si (a,6) e G y (6,c) GGentonces (a,c) GG).

Aquí, GoG = {(a,6) |a,6GA y existe c GA tal que (a, c), (c, b) GG}.
Demuestre entonces que x G G (x), así que G (x) 0, para todo x G
A, que G (x) n G (y) ^ 0 si y sólosi xRy, en cuyo casoG (x) = G{y),
y que A = U^gxG (x), de tal manera que {G(x) |x GA} es lo que se
conoce como una partición de X. En lugar de xRy es usual escribir,
para una relación de equivalencia R, x = y (mod jR). Se dice además
que G(x) es la clase de equivalencia módulo il de x y el conjunto
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{G (x) : a; € X} de las clases de equivalencia módulo R se denomina
el conjunto cociente de X por ñ y se denota con XjR. La aplicación
V : -X" —» XfR que a x asocia G (x) := G (x)) se denomina la
aplicación canónica o la aplicación cociente de R.

1.10 Verifique que:

a) X x{YuZ) = {X xY)UÍX XZ).
b) X x{YnZ) = {X xY)n{X XZ).

*1.11 Es un axioma de la teoría de conjuntos que si A es un conjunto y
0, existe B ^ A tal que Br\A = 0. Demuestre que este axioma

implica:

o) Si A es un conjunto, A^ A. {Indicación. Considere
b) SiAyB son conjimtos y A E. B entonces B ^ A. {Indicación.

Considere {A,B}).
c) Explique porqué no existe el conjunto de todos los conjuntos que

pueden definirse en castellano con menos de veinte palabras.
d) Demuestre en detalle que las afirmaciones "x ^ x", "x es un

conjunto" y "x = x" no son colectivizantes.
¿Son colectivizantes las afirmaciones x G x, x ^ x? {Resp. Si)

e) Demuestre que si Aes unconjunto, siempre existe a tal quea ^ A.
f) Sean Aun conjunto, X = p{A). Es colectivizante la relación

"xeX y x". Si lo es, ¿qué es {x : X y x ^ x}?

1.12 Sea. f : X —> Y. Demuestre que si G = {{x,y) : f (x) = / (y)} en
tonces Rf = {X, G, X) es ima relación deequivalencia en X (ejercicio
1-9), denominada la relación de equivalencia asociada a f, y que si
^ '• ^ la aplicación canónica deRf, existe una aplicación
inyectiva/ :X/Rj —> Ytal que fo(p=f.

1.13 Sean / :X —> Y, R una relación de equivalencia en X con gráfica G,
^ ^ Bsu aplicación canónica.

(a) Demuestre que = Jí y que para que exista una aplicación
/ : XfR —» y ta,l que oip = f es necesario y suficiente que
GCGf, donde Gf es lagráfica de Rf. (ejercicio 1.12).

(b) Demuestre que / es inyectiva si y sólo si G = Gf.
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1.14 Sean X,Y conjuntos, / : X —> Y. La aplicación / induce aplica
ciones

/. : p(X) —. p{Y) /• :p{Y)^ p{X)
A—./(A)

¿Qué relación existe entre /« (/* (B)) y B y entre /* (/« (A)) y A?

1.15 Sean X, Y conjuntos, / : X —* Y. LaaplicMión f induce aplicaciones

/. : p{p(X)) —. p(p(K)), /• : p(p(y)) ^ p(pOT)

definidas respectivamente para AQ p (X) y B C p {Y) por

/,(A) = {Bcy :/-1(B)€A},
r{B) = {f-'{B):BeB}.

Compruebe que B Q {f* (fí)) y que /* (/«(A)) C A.

1.16 Sean a, b, c números reales. Verifique que

-{a + b) = (-a) + (-6),
—{a —b) = b —a,

(a -f- fe) —c = a -b (fe —c),

(a —fe) -h c = a —(fe —c),
(a —fe) —c = a —(fe + c)

1.17 Sean a, fe, c números reales con be 0. Demuestre que

{bc)-^ = b-^c-\
{b/c)-' = cjb,
(ofe) ¡c — a (fe/c),
(a/fe) c = af (fe/c),

(a/fe) /c = a/fec.

Sea a € M, a 7^ 0. Demuestre que a = a~^ si y sólo si a = ±1.

1.18 Sean a, fe, c, d números reales. Demuestre que

o) Si a<byc<d entonces a + c<b + d.

fe) SiO<a<feyO<c<d entonces ac < bd.

c) Si0<a<feyc<d<0 entonces be < ad.
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1.19 Sean a, b,c, d números reales. Demuestre que

a) o < 6 si y sólo si a < b o a = b.

b) Sia<byb<c entonces o < c.

c) Si a < 6 entonces b fí. a.
d) Si a<byc<d entonces a + c < b + d.

e) Sia<byc>0 entonces ac < be.

f) Sia<byc<0 entonces be < ac.

1.20 Verifique que R+ + R+ = M+, R+R+ = R+.

1.21 Demuestre que si .4 C Z es inferiormente acotado y no vacío, A tiene
nn mínimo. De hecho, inf A = mín A. Verifique entonces que si a € R
y r®1 = mín{m e Z : m > a}, entonces [a] € Z y [a] —1 < a < [a]
con a = [a] si sólo si a G Z. Demuestre además que si m G Z,
"I = fa] si y sólo si a < m < a + 1. Se dice que fa] es el menor
entero mayor que a. Demuestre finalmente que fa] = [aj si a G Z y
que fa] = [aJ + 1 si a ^ Z.

1-22 Sean V»: NxN —* Zlaaplicación {a,b) = a —by R = la. reladón
de equivalencia sobre NxN asociada con tp (ejercicio lJ-2). Sean Z =
NxN/il, ip ; NxN —* Z la aplicación canónica, ip : Z—> Z la ^li-
cación obtenida de tp como en el ejercicio 1.12. Demuestre que ip es
biyectiva. Para cada (a, b) GNxN, sea [a, b] = (p (a, b) la clase de equi
valencia módulo R de (a, 6). Demuestre que [a,b] = [c, d] si y sólo si
a+d = b+c (asi que la relación de equivalencia R puede definirse inde
pendientemente deip por(o, b) = (c, d) (mod R) si y sólo si a+d = b+c)
y Que (a, 6] + [c, = [a + c,b + d\ d^ne una ley de composición inter
na enZ tal que ip ([a, 6] 4- [c, d\) = tp ([a, t)[) + ip ([c, d]). Demuestre que
también [a,^][c,d] = j^c + bd,ad+ bc^ define una ley de composición
interna en Z tal que tp ([a, í>] [c, <£[) = ip ([a, 6]) ip{[c,d]).
Identifique Ncon Nx {0} y demuestre que (p : N—»Z es inyectiva y tal
que p{a+ b) = p (o) +p (6), p (ab) = p{a)p (b) (así que identificando
a Ncon N= </3(N), se puede considerar que (N,4-, •) es un subsistema
de {%+,•)).
Nota: Se deduce que (z,+, , construido arriba, es esencialmente
igual a (Z,+, •). Cuando se conoce (N,H-, •), por ejemplo axiomática^
mente (Peano) o, mejor, a partir de una teoría cardinal u ordinal, pero
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no se conoce el sistema (Z,-)-, •)> éste puede construirse a partir de

(N,-t-, •) vía ^Z,-f, -j (definiendo Rdirectamente). Para evitar este
tipo de costrucciones, evidentemente engorrosas, hemos preferido de
sarrollar una teoría puramente axiomática de los reales. (En ciertos
contextos tales construcciones son, sin embargo, inevitables).

1.23 Demuesti'e que la relación de inclusión C es una relación de orden en
p{X), pero que si X tiene más de un punto, no es una relación de
orden total, (nota 1.7).

1.24 Demuestre que a | 6 si y sólo si a | |6|, |o| | |6| o |a| | b. Verifique
además que si a | 6 entonces |a| < |6|, que o | 6 y 6 | a si y sólo si
|o| = 1^1) y mcd(o, b) = mcd (a, |6|) = mcd (|a|, |i)|) = mcd (|a|, b).

1.25 Sean a, b números reales. Demuestre que

mín {a, 6} 4- máx {o,b} = a + b.

1.26 Sean ai,....,an enteros, no todos nulos. Se dice que d > O es un
máximo común divisor de ai, ....,an, si es un divisor común de todos
los ai, y si todo divisor común de todos los a^ es también un divisor
de d. Demuestre que el máximo común divisor de ai,....,On, si existe,
está unívocamente determinado por éstos números. Se escribe:

d = mcd (ai,...., a„).

Demuestre que d > O es un máximo común divisor de oi, ....,an si es
un divisor común de todos los aj y existen enteros mi, ....m^ tales que

d = miai "í".... 4" mna^

Demuestre la existencia de d observando que JC = {c> O: c = miai4-
.... 4- m^an, mj G Z} ^ 0 y tomando d = mín(X).

A su vez, si ai •••a^ ^ O, se dice que m es un mínimo común múltiplo
de ai,...,an, si m > O, si es un múltiplo de cada Oj, y si todo múltiplo
de todos los aj es divisible por m. Demuestre que si d es como se
describe arriba, entonces

m = |aia • • •a„| /d

es un mínimo común múltiplo de ai,...,a„, y el único posible. De
muestre además que si los primos pi,....,pi son distintos y tales que
Ui = p?" • • -pf'^, i = 1,2,....,n, Qjfc > O, fc = l,....,l, entonces

d= Pi' --'Pf^ m=j4^ •••pf'
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donde ajfc = mín{Q:ifc :i = l, , Pk = máx{atfc : i = 1, .
¿Qué son mcd(pi, y mcni(pi,

1.27 Con respecto al ejercicio anterior, verifique que si a, b, c son enteros no
nulos, entonces

mcd (mcd (a, b) ,c) = mcd (a, b,c),

y

mcm (mcm(a, 6), c) = mcm (a, b,c).

1.28 Demuestre que si a > 1 es un entero no primo, debe existir al menos
un primo p tal que p | a y p < y/a. Concluya que si ningún primo
p < y/a divide a a, entonces a es primo.

Este ejercicio muestra que para buscar los factores primos de un
número o basta buscarlos entre los primos menores o iguales que y/a.
Si uno de tales primos, pi, divide a, repítase el proceso con a/pi, y
así sucesivamente. Llegará un momento en que a/pi ••-pn, n> 1, es un
primopn+i, o sea que ningún primo < y/afpi •••Pn dividirá a/pi...pn.
Entonces, a = pi •••Pn+i-

1.29 Sean o, f> e Z tales que + 6^ > Oy sea d =mcd(a, b). Verifique que
si d = ma + nb, m,n e Z, entonces d= {d> + m)a + (—co + n)b para
todo c e Z, así que no es posible esperar unicidad de m y n en una
relación de Bezout.

1.30 Sean (p : X —* N y :Y —> N aplicaciones inyectivas. Demuestre
que f : X xY —> N dada por / {x,y) = es también inyec-
tiva.

1.31 Sea p un primo impar (i.e.,p > 2). Demuestre que p es de la forma
4n +1 o 4n + 3, n € N, y que el número de primos de la forma 4n + 3
es infinito. {Indicación. Si pi, ...,Pm son primos de la forma 4n + 3,
demuestre que P = pi •••p^ es de la forma 4n +1 o 4n + 3. Concluya
que en el primer caso debe existir un primo p / Pi, •••,Pm y de Is- forma
4n + 3 tal que p | P + 2, y en el segundo, im primo p de las mismas
características tal que p | P + 4.). Demuestre, de la misma manera,
que todo primo > 5 es de la forma 6n + 1 o 6n + 5, y que el número
de primos de la forma 6n + 5 es infinto.

1.32 Sean Z* = Z \ {0}, ^ : Z x Z* —> Q la aplicación (a, 6) = o/6,
R = R,j, la relación de equivalencia en Z x Z* asociada con ip (ejer
cicio 1.12). Sean Q = Z x Z*/P, <p : Z x Z* —> Q la aplicación
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canónica, ^ : Q la aplicación obtenida de V como en el ejer
cicio 1.12. Demuestre que ip es biyectiva. Demuestre además que
{a.b) = (c, d) (modP) si y sólo si ad = be (lo cual permite definir
R independientemente de ip). Sea |a, 6] = (p{a,b). Demuestre que
[a,6] 4- [c, d] = [ad -f- be, bd\ y (a, 6] [c, d] = [ac, 6d] definen leyesjie com
posición interna en Q y que ^([a, 6]-l- (c,d]) = '̂([0)6]) +^([c,d]),
V» ([a, 6] (c, d]) =i/' ([a, &]) •0 ((c, d]), (así que ^Q, 4-, es esencialmente
lo mismo que (Q, 4-, )). Demuestre también que si Z se identifica
con Zx {1}, : Z —•Q es inyectiva, ^(a4-6) = v(®) + vW y
(p{ab) = í£ {a) ip (b) (así que Z puede considerarse como tm subcon-
junto de Q).

Nota. Evidentemente, la construcción anterior de ^Q, 4-, es com
pletamente análoga a la de (z, 4-, en el ejercicio 1.22. Ambas se
originan en las ideas introducidas en el ejercicio 1.12. Generalmen
te ^Q, +1 se construye en segunda etapa, apartir de (z, -1-, ya
construido a partir de (N, 4-, •) como en tal ejercicio.

1.33 Compruebe que el sistema(Q, 4-, donde Q+ = QnR+, satis
face los axiomas algebraicos y los axiomas algebraicos del orden de R.
Compruebe, sin embargo, que el conjunto A = {x € Q: < 2} es
acotado superiormente en Q pero no tiene extremo superior en Q.

1.34 Demuestre que si A C Q es tal que AU{-A) = Q, An {-A) Q{0},
A 4- A C A y AA C A, entonces A = Q+ := QnR+. {Indicación.
Demuestre primero que 0,1 6 A y concluya que N C A).

1.35 Demuestre que si A C R es tal que AU(—A) = R, An (—A) C {0},
A 4- A C A y AA C A, entonces A = R+.

1.36 Sean A C R, A' := A+ n Q = {a € Q :o > x para todo x € A}. Si
A ^ 0 ^A" yAnA* = 0, se dice que (A, A*) es una cortadura de
Dedekind de Q. Para cada a € R, seaAa = {x € Q :x < a}. Verifique
que (Aa, A*) es una cortadura de Dedekind de Q y que si R es el
conjunto de todas las cortaduras de Dedekind de Q, V": 1^ —^ ® dada
por (a) = (Aq, AJ) es biyectiva. Defina en R la relación de orden
(A, A*) < {B,B') si y sólo si A C P. Con los significados obvios,
verifique que si >1 C R es superiormente acotado y no vacío, A tiene
un extremo superior.
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Nota. Este ejercicio apunta en la misma dirección que los ejercicios
1.23 y 1.34. Se trata ahora de construir R a partir de Q via R. Esto
requiere definir sumas y productos apropiados de cortaduras, lo cual
no es del todo trivial, pero puede hacerse. Si tenemos entonces una
teoría lo suficientemente buena de (N, +, •) para asegurar la existencia
de tal sistema (ninguna teoría axiomática lo hace), tal como en cierta
forma lo hacen la teoría ordinal o la cardinal, o si admitimos desde un
comienzoque (N, +, •) nos ha sido dado por Dios (Krónecker), podemos
construir (Z,+, •), (Q,+, •) y (R, +, •), garantizando así su existencia.
Este es im mérito de las teorías constructivas o genéticas, que las
teorías axiomáticas no tienen.

*1.37 Sea ^R,R+^, un sistema numérico que satisface los mismos axio
mas algebraicos de (R,-H, •,R+) y los mismos axiomas de orden, in
cluyendo el axioma (A.C.R). Demuestre que existe una aplicación
biyectiva / : R —> R tal que / (o + 6) = / (a) -H / (6), / (a6) =
¿(íi)/j6) y que f{a) < f(b) si a < b. {Indicación. Defina N, Z,
Q en R de la manera obvia, y comience por definir / : N —»R por
/(O) = Oy /(n-f 1) = /(n) -I-1, verificando que / aplica biyectiva-
mente N sobre N. Luego extienda sucesivamente Z, y a Q, de la
manera obvia, verificando que / (Z) = Z y / (Q) = Q, biyectivamente.
Finahnente, para r e R, defina /(r) = sup{/ (x) : x 6 Q, x < r}).
Demuestre además que / es únicacon las anteriores propiedades. De
muestre finalmente que no es posible definir una aplicación biyectiva
de R en Q que satisfaga las propiedades anteriores de /.

1.38 Verifique las relaciones (1.55), (1.56), (1.58), (1.59), (1.60) y (1.61).

1.39 Compruebe las relaciones (1.75), (1.76), (1.77), (1.78), (1.79), (1.80),
(1.81), (1.82), (1.83) y (1.84).

1.40 Demuestre que no existe enC unarelación deorden a <b (i.e., a < by
o- ^ b) tal que 0<a-|-6y0<a6si0<ay0 < b. {Indicación.
Demuestre que no puede ser O< ¿^).

1.41 Para 0<k<n, kyn enteros, se definen

n\
_ J 1, n

\ (n-
= 0,
1)!71, n > 1.

n\

O- k\ {n —k)\'

1
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Verifique que = 1 y demuestre que para 1 < fc < n.

Concluya que si O< k < n, es un número natural (hagainducción

sobre n).

1.42 Sean a, 6 G C. Use inducción y los resultados del ejercicio 1.41 para
demostrar que si n G N entonces

(

Demuestre también que si a y 6 son reales, a, 6 > O, entonces

" -h 6"
-, n > 0.

1.43 Para aGR,a>0, yrGQ, sea a*" como en la nota 1.27. Demuestre
que

o) , r,r'e

b) {á^y'= al''', r,r'eQ.

c) Si también 6 > O, (afe)'" = a '̂N, r G

**1.44 (Para lectores muy pacientes). Para a G R, o > 1, y x GR, x > O,
defínase

a® = sup {a*": r GQ, O< r < x}.

Verifique que a® está bien definido. Para 0<a<lyxGR, x>0,
defínase

a'

Finalmente, para o>OyxGR, x<0, defínase

a=^=(a-l)-^,

Verifique que
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a) a > O, x,y E

b) = a®f, a > O, x,y EM.

c) {aby = a®6®, a,b> O, x E

Demuestre también que si o > Oy r e Q, la definición de dada en
la nota 1.27coincide con la presente. Es decir, demuestre que

a*" = sup{o® : s e Q, O< s < r} , a > 1, r 6 Q, r > O.

Para otra definición de a®, a, a; 6 K, a > O, véase [9], capítulo 5, nota
5.10.

1.45 Verifique que

•' £1-1'(;)•»•»?•

1.46 SiC+ = {í:eC:gfí(z)>0}yC+ = {2€C:í>(z) >0} ¿son (C+,+,-)
y ('C"'",+,-) sistemas numéricos? Demuestre que si K C M es un
dominio y = {x e K : x>0} , entonces {K+, +, •) es un sistema
numérico.

5 C C. Demuestre que —(~S) = S, y concluya que S — —S
si y sólo si —5 C 5. Verifique igualmente que si O ^ S entonces
(S = 5, y demuestre que S~^ = S si y sólo si S~^ C S.

1.48 Si (S,+, •) es un dominio numérico y a € 5 es tal que a~^ E S, se dice
que a es una unidad de S. Demuestre que a es una unidad de S si
y sólo si a~^ también lo es, y que si a,b son unidades de S, o6 es una
unidad de S. ¿Cuáles son las unidades de (Z, +, •)? Si (5, +, •) es un
campo ¿cuáles son las unidades de SI

[
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1.49 Si (S, +, •) es un dominio numérico y a, b E S, diremos que a | 6 en 5
(a divide a 6 en 5) si a 7^ O y existe c e S tal que ac = b. Se dice
también que a es un divisor o un factor de b. Demuestre:

a) Si a € S' y a O, a I a en 5.

b) Si a, 6, c G 5 y a I 6, 6 I c, entonces o | c.

c) Si a, 6 6 5, a I 6 y 6 I o, existen u,v E S tales que au = 1 y que
b = ua, a = vb, así que u, v son unidades de S. (ejercicio 1.48)

1.50 Si S es un dominio, a,b E S, y existe una unidad u 6 S tal que b = ua,
en cuyo caso a = vb, v = u~^, se dice que a y b son asociados en S, y
se escribe a ~ b (mod S). Demuestre que si o, 6 6 S, ab ^ O, entonces
a ^ b (mod 5) si y sólo si a | 6 y 6 | a en 5. Demuestre también que
si G = {(a, 6) : a, 6 GS, a ~ 6(modS)} , entonces R = (S,G,S) es una
relación de equivalencia en S.

1.51 Sea (5, +, •) un dominio. Se dice que a G 5 es irreducible en S, si
a no es una unidad, y si sus únicos divisores son las unidades y los
elementos se S de la forma ua donde u es una unidad. Demuestre

que si (S, +, •) es un campo, no existen en S elementos irreducibles.
¿Cuáles son los elementos irreducibles de (Z,+, •)? Demuestre que si
(5, +, •) y (S', +, •) son dominios tales que S C S', entonces:

o)

b)

c)

Si a G 5 es irreducible en S', a es tsimbién irreducible en S.

Si S ^ S', pueden existir elementos aE S que son irreducibles en
S pero no en S'. ¿Puede usted dar un ejemplo de esta circun
stancia?.

Toda unidad de S es una unidad de S'.

1.52 Se dice que el sistema numérico {S, -I-, •) es estable bajo conjugación si
5 = {a : a G5} C 5 (es decir, si 5 = 5). Demuestre que Z[í] y Q[i]
son estables bajo conjugación, pero que N[i] = {a+ :a,6GN} no
lo es.

1.53 Sea {K,+,-) un campo numérico. Demuestre que las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

a) K es estable bajo conjugación, (ejercicio 1.52).

b) Re {K) = {3? (a) : a G K} es un subcampo de K.

c) Si a GK, entonces |a|^ GK.
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1.54 Demu^re que si es un campo numérico, [K, +, •) también
lo es {K := {z : z e K}).

1.55 Si 5 C C es tal que
1. O €5,
2. -SCS,
3. 5 +5 es,

se dice que (S,+) es un grupo numérico aditivo o, más precisamente,
un subgrupo aditivo de (C,+). A su vez, si S C C es tal que

1. O^S, 1 € S,
2. S-i C S,
3. SSCS,

se dice que (S,•) es un grupo numérico multiplicativo o, más precisa
mente, un subgrupo multiplicativo de (C*, •), donde C* = C v {0}.

Demuestre:

(í) Si (S, -I-, •) es un dominio, (S, -H) es un grupo aditivo.
Si (íf,-I-,.) es un campo, (AT*,-) >donde K* = AT \ {0} , es un
grupo multiplicativo.

c) Si (S, 4-,.) es un dominio, el conjunto U(S) de las unidades de S
(ejercicio 1.48) es, con la multiplicación, un grupo multiplicativo.

1.56 Verifique que Q[v^ dado por (1.89) es un campo numérico en el cual
o.+by/2 = c+dv^ si ysólo si a = cy6= d, yen el cual, si a+by/2 O,

^= (a —b^/^ / (a^ ~2b'̂ ) . ¿Es posible que a? = 26^,
a,6e Q? Verifique también que Q[i] dado por (1.90) es un campo en
el cual, si a -H bi ijé O, entonces (aH- bi)~^ = (a—bi) / 6^)'.

1.57 Demuestre que Q dado por (1.92) es un campo. {Indicación. Ob
serve que sia, 6, c GQ entonces mcd(a:^ —2,a + bx-\- cx^) = 1 cuando

^ 0. Use entonces el teorema 1.30.)

1.58 Verifique que Qdado por (1.91) no puede ser uncampo. De hecho, ni
siquiera esimsistema numérico. {Indicación. Tal como en el ejercicio
1.57, obsérve que sia^+b^-\-(? ^ Oentonces mcd(a:^ —2, a + bx + cx^) =
1, y muestre que esto contradice el que ^4 = = a 4- 6v''2,
a, be Q.)
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1.59 Sea Z [¿n/^ = {a 4- biy/E : a,6e Z} . Verifique que Z[¿\/^ es un
dominio pero no un campo. Demuestre, de hecho, que las únicas
unidades de Z [¿\/^ son —1 y 1, y que a e Z [i\/5] es irreducible
si y sólo si a 7^ ±1 y sus únicos divisores son ±1 y ±a. Diremos que
a es un primo de Z [¿n/^ si a es irreducible y 3í(a) > Oo 3íí(a) = O
e Qf (a) > 0. Verifique entonces que 2,3,1 4- i\/5,1 —«a/S son primos
distintos y que 6 = 2-3= (14- i>/5) (l —¿\/5) , así que Z[i-\/5] no es
un dominio factorial. Demuestre finalmente que todo irreducible de
Z [zv/s] está asociado con un primo.

1.60 Sea p > 2 un primo y Qp el conjunto de los r GQ que puedenescribirse
en la forma r = m/n con m, n G Z, p f n. Demuestre:

o) Qp es un dominio de integridad.

b) u e Qp es una unidad si y sólo si u = a/b donde a,6GZ y pf o6.
c) Si r G Qp, existen n GZ, n > O, y una unidad u GQp, tales que

r = ttp".

d) Los únicos elementos irreducibles de Qp son los de la forma up
donde u es una unidad de Qp.

e) Qp es un dominio factorial.

/) Qp no es un campo.

1.61 Demuestre que en el dominio Z [z] de los enteros de Gauss, las únicas
unidades son ±1 y ±L Sip es irreducible enZ [z] y 3? (p) > O, 9 (p) > O,
se dice que p es un primo de Z [z]. Demuestre que sig es irreducible
en Z [z], siempre existe un primo p tal que p ~ 9(modZ[z]).

1.62 Verifique que 5 no es un primo de Z [z], y encuentre una descomposi
ción de 5 en factores primos {Resp. 5 = (—í) (2 4- z) (1 -h 2z)). Veri
fique también que 5 = (24- z) (2 —z) = (1 4- 2z) (1 —2z) son des com
posiciones de 5 en factores irreducibles, y describa las relaciones de
asociación para estas des- composiciones. {Resp. 2 4- z = z(1 —2z),
2 —z = (—z) (1 4- 2z).)

1.63 Verifique las relaciones (1.115), (1.116) y (1.117).

1.64 Verifique la relación (1.122).

1.65 Demuestre todas las afirmaciones del texto entre el teorema 1.31 y la
nota 1.48.
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1.66 Verifique que, en Q [a;],

1 =^(a;2 + l)+i^(l + j:)
= (rr^ +1) + '-"(f (1 +X)

Demuestre, sin embargo, que si K es un campo numérico arbitrario,
f {^),9 (x) e K[x], f (a;) p (rr) # O, y d (a:) = mcd (/ (x), p (x)), exis
ten m{x),n(x), únicos, tales que

d{x) = m (x) / (x) + n (x) g (x)

y que grad(m (x)) <grad(5 (x)) o grad(n (x)) <grad(/ (x)).

1.67 Sean K,L campos numéricos, K Q L, K ^ L. Sean / (x) ,g (x) €
K [x]. Dé una relación de Bezout para d (x) = mcd (/ (x), g (x)), la
cual sea válida en L [x] pero no en K [x].

1-68 Sea K un campo numérico, f{x)eK [x] un polinomio de grado dos o
tres. Demuestre que / (x) es irreducible en K [x] si y sólo si / (x) no
tiene raíces en K. ¿Esx^ —4x+2 irreducible en Q [x]? ¿Es irreducible
en R [x]? ¿Son x^+ x + lyx^ + x^ + x + 1 irreducibles en Q [x]?

1-69 Sean / (x) = anX^ -I hao € Z[x], r = a/b € Q, con a, 6 6 Z y
nacd(a, b) = 1. Demuestre que si r es raíz de / (x) entonce b | a»
y a 1oq. (Este resultado permite sistematizar la búsqueda de raíces
racionales de / (x) e Q [x].)

1-70 (Algoritmo euclideo para el mcd.) Sean K un campo numérico,
/ {®) (x) e K[x], con 5(x) ^ Oy grad(5 (x)) <grad(/ (x)). Es
críbase ro (x) = / (x), rx (x) = g{x), y supóngase que

rk (x) = qk+i (x) Tfc+i (x) -1- rfc+2 (x) , O< A: < n - 1, n > 1,

^°^^^^^(Tk+2 (x)) <grad(rfc+i (x)) ,0<fc<n-l, yTn+i (x) =O
(división consecutiva deresiduos hastaobtener un residuo nulo, comen
zando con tq(x) = / (x) , n (x) = g(x)). Demuestre que

rn (x) = mcd (ro (x), n (x)) = mcd (/ (x) ,g(x))

(Indicación. Demuestre que r» (x) | / (x), r„ (x) | g (x) , y que si
í" (x) 1/ (x), r (x) I5 (x) entonces r (x) | r„ (x).). En los casos n =
1,2,3, encuentre, mediante el algoritmo mismo, m (x) y n (x) tales que
(1.137) sea válida.

IL.

EJERCICIOS 93

1.71 Sea K un campo numérico. Determine el mcd en K [x] de las siguientes
parejas de polinomios:

o)

b)

c)
d)

e)

3x^ •+• 13x^ -f 15x H- 9, x^ + 4x^ + 45x 3.
X® -4- x^ x** -t- 2x^ + 3x -f 1, x^ -H x^ -h X-h 1.
x^ —6x + 7, X-I- 4. (Resp. 1)

(Resp. X-1-1)

(Resp. x^ —1)
2x^ —4x® —2, x^ —2.

- 1, x3 - 1.x^ —x'^ + x^

(Resp. X-1- 3).

(Resp. 1)

1.72 Sean a,b € Z, d = mcd (o, 6), m,n 6 Z, m, n > 0. Demuestre que
= mcd (a'", 6"), k = mín (m, n). Concluya que d —mcd (o, 6") =

mcd(a*", 6). Extienda los anteriores resultados al caso de
d (x) = mcd(/ (x) ,g(x)), donde / (x) ,y (x) e ÜT [x] y íf es un campo.

1.73 Se dice que una expresión decimal de o € (0,1] es periódica si es de
la forma 0.aia2...6i62-- í'mi donde la barra sobre bib2...bm significa que
esta sucesión de dígitos (O < 6^ < 9), denominada el periodo de la ex
presión, se repite indefinidamente. Así, 1/3 = 0.3, 2/15 = 0,13, etc.
Demuestre que si a 6 [0,1] admite una expresión decimal periódica
entonces a es racional. (Indicación. Si a = 0.aia2...6ib2—6m) de
muestre que 10"" (10*" —l)a es un entero.). Verifique, por ejemplo,
que si a = 0,491 entonces a = 487/990, y que 1 = 0.9. Obsérvese que
0.0102...an9 ha sido excluido de los desarrollos decimales. Así, 0.9 no
es el desarrollo decimal de 1 : su desarrollo es 1 = 1.0.

*1.74 Demuestre que si o G [0,1] es racional, su desarrollo decimal es pe
riódico.

1.75 Demuestre que

o)

b)

c)

d)

0.a X 0.6 = 0.a x 0.6.

0.a a ^

O.o —
— = 0.1, o ^ 0.

a

O.oO o , , „

1.76 Demuestre que si X es un conjunto finito con n elementos (sección
1,11) el número de subconjuntos de X con k elementos, O< fc < n, es
(]J). Concluya que p(X) tiene 2" elementos, y que 2" es también el
cardinal del conjunto de todas las aplicaciones / : X —> {0,1} .
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1.77 Demuestre que si es un conjunto con n elementos (sección 1.11), el
cardinal del conjunto J^o (X) de todas las aplicaciones biyectivas de X
en sí mismo es n\.

1.78 {^Fracciones Parciales) Sean fi (x) ,..., fn (a:) , n > 2, polinomios no
nulos sobre un campo K, tales que mcd(/i (x) , fj (x)) = 1 si z ^ j, y
sean / (x) = /„ (x) y g{x)eK [x] con grad(5 (x)) <
grad(/ (x)). Demuestre que existen nii (x) € K [x] con grad(mi (x))
<grad(/i (x)), i = 1,..., n, tales que

gjx) _ mi (x)
/ ix) fi (x)

rrin (x)
fn (a:)

{Indicación. Para cada i < k < n, sea. fk{x) = f (x)/fk (x). De
muestre entonces que 1=mcd ^/i (x),..., /n (x)^ ,yuse una relación
de Bezout (1.147) para mcd. Multiplique luego por g{x) /f (x) y recu
rra finalmente al algotitmo de la división en cada término.) Demuestre
también que si /(x) = (p(x))"', n > 1, p(x) e K[x], p{x) 7^ Oy
9{x)&K [x] con grad(5 (x)) <grad(/ (x)), entonces

9{x) _ mi (x) , m2*(x) ,
7(;)- +7r73^ +

mfc(x) nfc

ak)^>' ^ (a- _ak)
1.80 (Gauss). Sean f{x),g{x) e Z[x] polinomios primitivos (es decir

= c(g(x)) = 1). Demuestre que h{x) = f{x)g{x) tam
bién es primitivo. {Indicación. Supóngase que / (x) = ooH l-a„x".

bki

/(®) p(x) "^(p(x))^ • •

1-79 {Fracciones parciales monógenas). Sean K un campo y

/(x) = (x-ai)''^ •••(x-a„i)'''" ,

donde ajfe e K, ak aj si k ^ j, rik > 1, k = 1,2, ...,m. Demuestre
que si g{x)eK [x] y grad(5 (x)) <grad(/ (x)), entonces

7^^ ^ ^^N' ('"fc (^)) <"fc-
Demuestre además que para A: = 1,2,..., m,

"> ^ ®— 1)2,..., rik-

,n.
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g{x) = 60 H h6n,x"', con Onbm 7^ 0. Por hipótesis, mcd(ao, .",0,1) =
mcd(6o) •••, bm) = 1. Supóngase además que a = c(/i(x)), y que p es
un primo tal que p \ a. Evidentemente p no divide a todos los Oj ni a
todos los bj. Sean k = mín {i : p\ Oi} , h = mín {j : p\ bj} , l = k + h.
Demuestre que si c/ es el coeficiente de x' en h{x) entonces p \ ci,
observando, con Ok+i = O si A: -l-1 > m, 6^+^ = 0 si h + i>n, que

Q ^kbfi —^ ' O'k+jbh—i "h ^ ]O-k—jbh+ii
i=l t=l

y que si p \ ci, p dividiría el miembro de la derecha pero no el de la
izquierda de la anterior igualdad.

1.81 Verifique en detalle que Z [x] es un dominio factorial (nota 1.56). De
muestre también la afirmación de la nota 1.57.

1.82 Sean R = {X, G, X) una relación de equivalencia, p : X —> X/R la
aplicación cociente. Si V C X es tal que p : Y —> X/R es biyectiva,
se dice que Y es un sistema de representantes de R.

a) Demuestre que K es un sistema de representantes de ü si y sólo
si Y tiene un único elemento en común con cada clase de equiva
lencia módulo R.

b) Demuestre que el axioma {A.E.), sección 1.11, es equivalente a
la afirmación: Toda relación de equivalencia {X, G,X) tiene un
sistema de representantes. {Indicación. Si I 0, Ai ^ 0 para
todo i € I y AiDAj = 0 para i 7^ j, entonces G = (Jte/ ^
es la gráfica de una relación de equivalencia sobre X =

1.83 Sea {Ai)^^j una familia de conjuntos. El conjimto de todas las apli
caciones / : I —> Ai tales que / (z) e Ai para todo z € / {fun
ciones de elección) se denota con ^ denomina el producto
cartesiano generalizado de . Demuestre que si / = 0 entonces

Ut€/ = 0 y rite/ = {(0) 0) 0)} , mientras que si7 0 y .df = 0
para algún i E I entonces Ilie/ Ai = 0. Demuestre también que si
I ^ 0 y Ai ^ 0 para todo z 6 7, el axioma {A.E.) es equivalente a
afirmar que Ote/ 7^ 0-

n

1.84 Sean X\,...,Xn, n>2, conjuntos, X = (J Xj. Demuestre que Xx x
i=l

••• X Xn 7^ 0 si y sólo si Xj 7^ 0, z = l,2,...,n. Demuestre en
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este caso, sin recurrir ai axioma (A.E.), que existe una aplicación
/ : I —* X, I = {1,2, , tal que /(¿) e Xi, i = 1,2,
{Indicación. Demuestre que existe una aplicación biyectiva

Xi X ••• X Xr,

te/

donde Xi es el conjunto de las funciones de elección de / en X.)
te/

1.85 Sea (A)ig/ una familia, de subconjuntos no vacíos de N con 1^0.
Demuestre sin usar el axioma {A.E.) que existe / : I —> Uie/
que / (i) € /li para todo i € I. Si 0 Ai Q X para todo i € I, e
I ^ 0 les posible demostrar, sin usar el axioma {A.E.), que existe
f -I —» Ute/ 9^® f (®) ^ ^ i e I?

1.86 Demuestre que si X C y entonces Card(X) <Card(y), y que si Y
es finito entonces X = y si y sólo si Card(X) = Card(y). ¿Es esto
último cierto si X o y es infinito?

1.87 Demuestre que Card(X) <Card(fj(X)) y que si X es finito entonces
Card(X) <Card(p(X)).

1.88 Demuestre que X es finito si y sólo si Card(X) < Mo-

1.89 Demuestre que si X oy esfinito, Card(X) = Card(y) si y sólosi existe
/ : X —>• y, biyectiva.

1-90 Se dice que a € C es un número algebraico, si existe / (x) e Q [x],
/ (x) ^ O, tal que / (a) = 0. De igual manera, a € R es un algebraico,
si existe / (x) € Z [x], / (x) O, tal que f{a) = 0 Sea Alg (Q) el con
junto de los números algebraicos complejos. Demuestre que Alg (Q)
es enumerable. {Indicación. Use los teoremas 1.27 y 1.39)

PEirte II

Teoría elemental de los

grupos

[



Capítulo 2

Grupos

Dado un conjunto G, una aplicación

(.) : Gx G—
(a, 6) I—> a •b

se denomina una ley de composición interna sobre G. Interna se refiere al
hecho de que dados a, 6 € G , a • 6 es también un elemento de G. Otras
notaciones usadas frecuentemente para (•) son: (o), (*), (+). Se escribe
entonces, respectivamente, a o 6, a * 6, a + i), en lugar de o •6. La notación
(•) se conoce como la notación multiplicativa. A su vez, (+) es la notación
aditiva. La notación multiplicativa (•) es la preferida para el desarrollo
de la teoría general, aunque (o) y (*) son también comunes. La notación
aditiva (+) se reserva generalmente para casos especiales. Cuando se usa
la notación multiplicativa, es corriente escribir simplemente ab en lugar de
a • b.

Definición 2.1. Un grupo (G, •) es un sistema formado por un conjunto G
y una ley de composición interna (•) sobre G tal que

(í) (a6) c = a (be), cualesquiera que sean a, b, c en G.

(n) Existe e G G tal que ae = ea = a para todo a ^ G.

ii) Para todo ae G existe a' e G tal que aa' = a'a = e.

Si (G, •) es un grupo entonces G ^ 0, pues e GG. La propiedad (i) de la
definición anterior se conoce como la propiedad asociativa o la asociatividad
de (•). La (n), como la propiedad modulativa de (•), y la (mí) , como la
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propiedad invertiva de (•) con respecto a e. Como es claro, un grupo {G, •)
tiene la siguiente propiedad:

(iv) Cualesquiera que sean a, b G G, también ab G G.

La propiedad {iv) se conoce como la propiedad clausurativa de (•).
Si un grupo (G, •) satisface la propiedad

(v) Cualesquiera que sean a, b GG, ab = ba,

se diceque (G, •) es un grupo conmutativoo un grupo abeliano. La propiedíid
(v) se conoce como la propiedad conmutativa o la conmutatividad de (•) .

Muchos grupos importantes son conmutativos; otros, igualmente impor
tantes, no lo son.

Antes dedarejemplos degrupos, estableceremos algunas propiedades de
los mismos que se deducen fácilmente de la definición.

Teorema 2.1. En un grupo (G, •) existe un único e GG que satisface la
propiedad (ií) de la definición 2.1,

Demostración. Supóngase que e' GG es también tal que ae' = e'a = o para
todo a GG. Entonces, e' = ee' = e. •

Definición 2.2. Se dice que e es el elemento neutro de (G, •).

Teorema 2.2. Si (G, •) es un grupo y a, bGG son tales que ac = be para
algún c g G, entonces a = b.

Demostración. Si c/ g G es tal que cd = e entonces (ac) d = (6c) d, de lo
cual a{cd) = 6{cd), así que a = ae = be = b. •

La propiedad establecida en el teorema 2.2 se conoce como la propiedad
cancelativa a derecha de (•). Análogamente se tiene que:

Si a, b G G y existe c G G tal que ca = c6, entonces a = b. Esta se
conoce como la propiedad cancelativa a izquierda de {•) . La demostración
es análoga a la del teorema 2.2, tomando d GG tal que de = e.

Corolario 2.1. Si (G, •) es un grupo y d GG es tal que e'a = a para algún
a G G, entonces d —e, el elemento neutro de G.
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Demostración. En efecto, da = ea, y basta aplicar el teorema 2.2. O

De manera análoga, si ae' = a para algún a G G, necesariamente d = e.

Corolario 2.2. Si (G, •) es un grupo y a G G, existe un y sólo un a' G G
tal que aol = e.

Demostración. La existencia de a' resulta de (m). La unicidad,del teorema
2.2. •

Análogamente, existe un único a' G G, tal que a'a = e. En total, existe
un y sólo un a' en G tal que aa' = a'a = e.

Definición 2.3. Si (G, •) es un grupo y a G G, el único a' G G tal que
a'a = aa' = e se denomina el inverso de a y se denota con a~^.

Corolario 2.3. a G G, para que a' = es necesario y suficiente que
aa' = e o que a'a = e.

Teorema 2.3. Si (G, •) es un grupo y a, b G G, la ecuación ax = b tiene
la única solución x = a~^b.

Demostración. Como a {a~^b) = (aa~^) 6= e6 = 6, es claro que x = a~^6
es solución. La unicidad resulta del teorema 2.2. •

De igual manera, x = ba~^ es la única solución de xa = 6.

Corolario 2.4. Sean (G, •) un grupo, e su elemento neutro, a,b G G.
Entonces:

1. e~^ = e

2. (a~^) ^= a

3. {ab)-'̂ = b-^a-K

Demostración. (1) En efecto, e~^ y e resuelven la ecuación ex = e. (2)
Tanto a como (a~^) ^ resuelven a~^x = e. (3) Ambos, {ab)~^ y 6~^a~^,
resuelven (a6) x = e. •

Nota 2.1. En general, (a6) ^ ^ a~^6~^. Véase el ejemplo 2,11.
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Nota 2.2. En un grupo abeliano (G, •) notado multiplicativamente, es usual
denotar con 1 (uno) el elemento neutro e de G. A su vez, es corriente denotar

con —ó &/a la solución única de ax = b, que es la misma de xa = b. En
a

particualar, a~^ = —= l/a. La notación b/a puede ser causa de confusión
1 ^SI se lisa en el caso no conmutativo.

Nota 2.3. Si (G,+) es im grupo abeliano notado aditivamente, es cos
tumbre denotar con O(cero) el elemento neutro de G y con —a el inver
so de a con respecto a 0. Nótese que entonces —0 = 0, —(—o) = a y
—(a -h 6) = (—a) + su vez, x = b—a denotará la solución única de
a+x —b, que es la misma de x+a = h. Nótese que b—a = 6-|-(-a) = {—a)+b
y que O - a = -a.

Ejemplo 2.1. Si X es un conjunto no vacío, denotaremos con (X) el
conjunto de todas las aplicaciones biyectivas de X en sí mismo. Entonces
(•^0 (A"), o), donde (o) es la ley de composición de funciones, (/ og) (x) =
/(5(^)), xeX, es un grupo, en el cual la aplicación idéntica I de X,
I{x) = X para todo a: 6 A, es el elemento neutro, y en el cual / la
aplicación inversa de / (/~^(x) = y si y sólo si /(y) = x) es el inverso de /.
Si A se reduce a im único elemento o (A = {a}), (A) = {/} , donde / es
la aplicación 7(o) = a. Si A es un conjtmto con n elementos, JFq (A) tiene
n\ elementos (ejercicio 1.77).

Ejemplo 2.2. Si A = {1,2,...,n}, n > 1, y / € .Fq (A), es costumbre
escribir

1 2 ... n

/=:
/(l) /(2) ... fin)

o, si / (fc) = mfe, fc = i,2,...,n.

f= .
mi 7712

Nótese que 1 < mfc < n, fc = 1,2,..., n.

Es también corriente, en este caso, considerar como ley de composición
en Fb (A) la ley

f-g-gof (2.1)

n

mr
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en lugar de la y o /. Como es natural, escribiremos fg = f -g. El producto
(•) hace más cómodo el cálculo de y o / (fc), como lo muestra el siguiente
diagrama:

1 ••• k ... n \ / 1 ... f{k)
/5=l i i

/(l) ... f(k) ... f(,n)J VsW ... «(/W) - «W

Así,

71

Es usual escribir <S„ = Fq ({1, 2,..., ti}) y denominar a (5n, •) el grupo simétri
co de n objetos.

Ejemplo 2.3. Los siguientes son grupos abelianos aditivos (véase capítulo

1):

1. (C, -t-) : el grupo aditivo de los números complejos,

2. (K, -+-) : el grupo aditivo de los números reales,

3. (Q, +) : el grupo aditivo de los números racióneles,

4. (Z, -b) : el grupo aditivo de los números enteros.

5. Si (S, +, •) es un dominio (capítulo 1, sección 1.9.), (5, -1-) es un grupo
eiditivo.

En todos ellos, Oes el elemento neutro y —a es el inverso de a.

Ejemplo 2.4. Los siguientes son grupos abelianos multiplicativos:

1. (C*, •) : el grupo multiplicativo de los números complejos no nulos,

2. (R*, •) • el grupo multiplicativo de los números reales no nulos,

3. (Q*, •) : el grupo multiplicativo de los números racionales no nulos.

4. Si (A,-}-, •) es un campo numérico (capítulo 1, sección 1.9), (A*,-) es
un grupo multiplicativo.
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En el ejemplo 2.4, si G = G, E, Q, ÍC, G* = G -s {0} , paxa cada uno de
estos grupos, 1 es el elemento neutro y a~^ = 1/a es el inverso de a.

Ejemplo 2.5. Si K = Z, Q, R, C, entonces Mmxn {K) , el conjunto de las
matrices de orden m x n sobre K es, con la eidición usual de matrices, im
grupo abeliano aditivo.

Ejemplo 2.6. Si íf = Q, R, C, entonces GLn{K), el conjunto de las ma
trices cuadradas de orden nxn sobre K con determinante no nulo (matri
ces no singulares), es, con la multiplicación usual de matrices, un grupo
multiplicativo. Esto resulta de observar que si d € GLn {K) y A~^ :=
(Det (d))~^Adj(d), donde Adj(d) = [oij] con ay = (-l)*'*'-^Det(Ajt), sien
do Aji la matriz obtenida de A suprimiendo la j-ésima fila y la i-ésima
columna, entonces A~^A = AA~^ = I (la matriz Adj(A) se conoce como la
matriz adjunta de A), y además

Det (/) = 1, Det(AJB) = Det (A) Det (B), (2.2)

donde / es la matriz identidad de orden nxn y Det(A) denota el determi
nante de la matriz A. Nótese que entonces Det(A~^) = (Det (A))~^ . Que
tal grupo no es abeliano si n > 2, se establece en el ejemplo 2.11.

Definición 2.4. Si (G, •) es un grupo con elemento neutro e, a € G y
m G N, definimos

e, si m = O,
\ a^a, si m= n+ 1, n 6

(2.3)

Nótese que = a, y un argumento inductivo demuestra fácilmente que
e'" = e para todo m e N. A su vez, para todo m € N.
Por otra parte, 0"*+^ = aa"^. En efecto, esto es claro si m = 0; y si lo
suponemos param entonces aa"'+^ = (aa'^)a = a'^+ia = de lo
cual es también válido param -H 1 y, por lo tanto, para todo m 6 N.

Teorema 2.4. Si (G, •) es un grupo , a &G y m,n GN, entonces

^m+n ^ (2.4)

Demostración. Haremos inducción sobre n (manteniendo m fijo, pero arbi
trario). La afirmación es clara si n = 0. Y si la suponemos para un cierto n
entonces = (a'"a") a = {á^a) =
de lo cual vale también para n -H 1 y, así, para todo n € N. •
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Nota 2.4. Como es claro, así que, a'^a" = a^ol'*cualesquiera
que sean a G G y m, n g N.

Definición 2.5. Si (G, •) es un grupo, a G G y n G N, definimos

a-" := {a-')" (2.5)

Teorema 2.5. Si (G, •) es un grupo, a E G y n G N, entonces

a-" = (a")-'. (2.6)

Demostración. La afirmación es clara sin = Oon = l. Supongámosla para
n. Entonces, = (a"^)""*"^ = (a~^)"a~^ = a~"a~^ = (a")~"^a~^ =
(aa")~^ = (a""*"^) ^. Hemos recurrido al hecho de que {ab)~^ = b~^a~^ y,
también, a que aa" = Esto demuestra la afirmación para n-l-1 y, por
lo tanto, para todo n G N. •

Teorema 2.6. Si (G, •) es un grupo, a E G y m,n E N, m > n, entonces

(2.7)a"*-" =

Demostración. En efecto, m —n G N, así que "a** =
Entonces, a*""" = (a'^~"a") (a")~^ = •

Nota 2.5. Si m < n en el teorema 2.6, entonces a"*"" = =

(a"-"')"^ = = (a-'")~^a-" = [(a"*)"^] a"" = lo
cual demuestra que (2.7) es aún válida si m, n G N y m < n.

Teorema 2.7. Si (G, •) es un grupo, a E G y m, n G N, entonces

Demostración. En efecto, = (a"^)*" (a~^)" = ("»+").
•

Observamos que mediante (2.3) y (2.5), a*" ha sido definido para todo
mEZ. De hecho,

= (a-^)""" (2-8)

para todo m E Z. Esto es claro si m = —n, n G N, pues entonces n = —m
y a"* = = (a"^)" = (a~^) y si m GN, entonces (a ^) =
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j^(a =a'". De los teoremas 2.4, 2.6 y2.7, yde lo observado en la
nota 2.5, se deduce entonces que

Teorema 2.8. Si {G, •) es un grupo, a ^ G y m,n E X, entonces

En particular, = a^a™.

„m+n „7n„n
a = a a . (2.9)

Nota 2.6. Si (G, •) es un grupoy a, 6 € G son tales que áb = ba, se dice que
a y 6 conmutan. Si a y 6 conmutan, entonces o y 6" conmutan para todo
n G N, como se verifica fácilmente por inducción (ejercicio 2.11). También

y conmutan, pues = (af>)~^ = Finalmente,
a y b~^ conmutan, pues = o, b= a b = e.
En total, si a y 6 comnutan entonces ab^ = b^a para todo m G Z (ejercicio
2.11). Como es claro a y o"' conmutan para todo m GZ. Nótese que e, el
elemento neutro de G, conmuta con todo o GG.

Teorema 2.9. Si (G, •) es un grupo, a, bEG y ay b conmutan, entonces

(ab)"" = oT'b'̂ (2.10)

para todo m g N.

Demostración. La afirmación es clara sim = 0,1. Ysi la suponemos para m
entonces (a6)'"+i = (aft)"» (af,) = {ba) = a"» {b'̂ b) a^ar" (6"^+^a) =
(al^a) 6'"+! = pues a y conmutan (nota 2.6). •

Corolario 2.5. Si (G, •) es un grupo, a,bEG y a y b conmutan, entonces

{ab)^ = arb"^ (2.11)

para todo mEZ.

Demostración. La afirmación fue demostrada arriba para m G N. Y si
m= -n, nGN, entonces (aft)"* = (aft)"" = [(a6)~^]" = =
^ ^6 1) = =a~^b~^ =á^b^, pues a~^ yb~^ conmutan.

Nota 2.7. Las relaciones (2.10) y (2.11) pueden ser falsas si a y 6 no
conmutan (en particular, puede ser que (afc)"^ 7^ ejemplo 2.11).

Definición 2.6. Se dice que un conjunto G dotado de una ley de composi
ción interna (•) es un grupo de derecha si
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1. (ab) c = a (be), cualesquiera que sean a,b,cE G.

2. Existe e G G tal que ae = a para todo a E G.

3. Para todo a E G existe a' E G tal que aa' = e.
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Todo grupo (G, •) es un grupo de derecha. Si (G, •) es un grupo de
derecha, ab E G cualesquiera que sean a,b E G (pues (•) es una ley de com
posición interna). Por otra parte, si a E G y —aa —a, necesariamente
a = e, pues si a' G G es tal que aa' = e entonces a^a' = a {aa') = ae = o, y
también a^a' —aa' = e.

Teorema 2.10. Todo grupo de derecha es, de hecho, un grupo.

Demostración. Si (G, •) es un grupo de derecha y a,ol E G son tales que
aa' —e, entonces {a'a)^ = a'aa'a = (a'e) a = a'a, así que también a'a = e.
Por otra parte, ea = {aa') a = a {a'a) = ae = o , lo cual completa la
demostración. •

Mediante (1), (2) y (3) de la Definición 2.6, pero cambiando ae = a por
ea = o en (2) y aa' = e por a'a = e en (3), se define un grupo de izquierda.
Como es claro, un grupo es un grupo de izquierda, y demostrando que en
un grupo de izquierda la condición a? = a también imphca que a = e, se
demuestra que todo grupo de izquierda es, de hecho, ungrupo. Curiosamente,
se concluye así que los grupos de izquierda y derecha son los mismos.

Nota 2.8. Por el contrario, pueden existir sistemas (G, •) en los cuales (•)
68 una ley de composición interna asociativa sobre G tal que

1. existe e G G tal que ae = a para todo a G G,

2. para todo a E G existe o' G G tal que a'a = e,

y los cuales no son, sin embargo, grupos. Véase el ejercicio 2.9.

Teorema 2.11. Sea (G, •) un sistema formado por un conjunto G y una
ley de composición interna (•) sobre G tal que

1, (ob) c = a {be) cualesquiera que sean a,b E G.

2. En G son válidas las leyes cancelativas a derecha e izquierda.
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Entonces, si G es finito y no vacío, (G, •) es un grupo.

Demostración. Como G ^ 0, existe o e G. Sea fa : G —> G la apli
cación fa{x) = ax. Por (2), fa es inyectiva y, como G es finito, también
sobreyectiva (capítulo 1, sección 1.11). Existirá entonces Cq € G tal que
fa (ca) = aca = Oy, como a (eab) = (aCa) b = ab, nuevamente (2) implica
que Cab = b cualquiera que sea b E G. Pero, como g¿, : G —> G dada por
9b (a;) = xb es también sobreyectiva, para todo bGG existirá b' GG tal que
Qbm^yb = Ca, lo cual demuestra que (G, •) es un grupo de izquierda con
elemento neutro Ca GG. Entonces, G es un grupo. •

Nota 2.9, En un grupo G, finito o infinito, las condiciones (1) y (2) del
teorema 2.11 se verifican. Sin embargo, puede ser que para (G, •) , con G
infinito, tales condiciones se verifiquen, sin que (G, •) sea un grupo. Tal esel
caso de los sistemas (N, -f-) y (N*, •), donde Nes el conjunto de los números
naturales, N* = N\{0} y {+) y (•) son la adición y la multiplicación usuales.
Aconsejamos al lector verificar las condiciones (1) y (2) del teorema 2.11 para
estos sistemas.

Definición 2.7. Si G= {a\,a2,—^o.n} y (•) es una ley de composición
interna sobre G (así que, dados 1 < < n, existe 1 < fc < n tal que

•aj= OiOj = ajfc), la matriz [aij]^^^, donde Oy = ataj, se denomina la
tabla de multiplicación de (G, •).

Si G = {ai,a2,...,a„} es un grupo y convenimos en que ai = e es
el elemento neutro, entonces cy = aia^ = aj y an = aiai = i,j =

2, ...,n; es decir, tanto la primera fila como laprimera columna de
es (ai,a2,...,a„). De hecho, cualquier fila de contiene todos los ele
mentos ai,a2,...,an en algún orden. Esto es consecuencia del hecho de que
para cada i, fijo, laecuación aix = Uj, j = 1,2,..., n, siempre tiene solución.
Como lo mismo es cierto de la ecuación xa,- = Oj, toda columna de

^ •«/» 7I> TIcontiene también todos los elementos ai,a2,—,an en algún orden. Es decir,
^ tabla de multiplicación de un grupo finito, toda fila y toda

columna de contiene todos los elementos de G, y es fácil ver que si
una tabla de multiplicación asociativa satisface tal propiedad, ésta es nece
sariamente la tabla de multiplicación de un grupo (pues las condiciones (1)
y (2) del teorema 2.11 deberán satisfacerse, ya que las aplicaciones inyec-
tivas y sobreyectivas de un grupo finito en sí mismo coinciden: capítulo 1,
sección 1.11). Las tablas de multiplicación de grupos con n elementos deben
entonces buscarse entre las, matrices [aíj]nxn contienen exactamente los
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mismos elementos ai, 02,..., On en cada fila y cada columna (en algún orden).
La asociatividad, sin embargo, no se puede deducir fácilmente de la tabla.

Así, para un conjunto con un único elemento e, la única tabla posible es
[e], que es la tabla de un grupo. Para uno con dos elementos, G = {e,a},
la única tabla posible es

(2.12)[e a
a e

y es la tabla de un grupo (pues es obviamente asociativa). Para un conjunto
con tres elementos, G = {e, a, 6}, es también claro que una sola tabla es
posible:

eab'

A = abe , (2.13)
_ 6 e a _

la cual es efectivamente la tabla de un grupo. Nótese que la alternativa

A' =
eab

a e

b

es inconducente: necesariamente sería 023 = b, que es absurdo.

(2.14)

Para cuatro elementos, G = {e,a, 6, c} , las alternativas para la segunda
fila son

Ai =

' e a b c ' e a b c ' ' e a b c

a e c b
, A2 =

a c e b
.^3 =

a b c e

b b b

c c c

(2.15)

que, de hecho, determinan completamente sus segundas columnas, en la
forma

e a 6 c ' e a b c ' ' e a b c

a e c 6
1A2 =

a c e b
)A3 =

a b c e
—

b c b e b c

c b c 6 c e

Para la tercera fila de Ai existe la alternativa

e a b c ' e a b c

a e c b
j -Al,2 =

a e c b

b c e a b c a e

0 b c 6

(2.16)

(2.17)
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que conduce a las posibles tablas

' e a b c ' e a b c

a e c b
, ^1,2 =

a e c b
—

b c e a b c a e

c b a e _ c b e a

Para la matriz A2 sólo es posible una tercera fila:

A2 =

e

a

b

c

Esto conduce a la otra posible tabla

A2 =

e

a

b

c

a

c

e

b

a

c

e

b

b

e

c

b

e

c

a

c

b

a

c

b

a

e

Finalmente, para ^3 sólo es posible una tercera fila,

A3 =

la cual conduce a la tabla:

^3 =

e

a

b

c

e

a

b

c

a

b

c

e

a

b

c

e

b

c

e

b

c

e

a

c

e

a

c

e

a

b

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Las tablas Ai2i A2 y A3 son, de hecho, tablas de grupos, y las únicas
posibles.

Para n > 5, el anterior trabajo es engorroso (al menos sin la ayuda
de implementos de cálculo rápido), y es frecuantemente más conveniente
recurrir a otros procedimientos para establecer las posibles tablas (entre
ellos, el de desarrollar un poco más la teoría de los grupos). Véase, al
respecto, el ejemplo 3.4.
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Nota 2.10. La tabla de multiplicación de un grupo abeliano finito G es
imamatriz simétrica, es decir üíj = aji cualesquiera que seain i,j. Recípro
camente, si la tabla de multiplicación de un grupo finito es simétrica, este
grupo es abeliano. Para un grupo conmutativo G, el teorema 2.9 y su coro
larioson automáticamente válidos. Obsérvese que de lo dichofuiteriormente
para las tablas de multiplicación se deduce que todo grupo con 1, 2, 3 o 4
elementos es conmutativo.

Nota 2.11. Como lo hemos mencionado, la notación aditiva (-1-) para la
operación de un grupo se usa exclusivamente cuando éste es conmutativo.
En tal caso el elemento neutro de G se denota con Oy el inverso de a e G
con (—a). Es usual también escribir ma en lugsu de a*", a 6 G, m € Z,
y las relaciones = a'"o", (a6)'" = a,6 G G, m,n € Z, toman
entonces la forma {m + n)a = ma + na, m{a + b) = ma + mb. Nótese que
0 0 = 0.

Ejemplo 2.7. Todo grupo G en el cual = e, es decir, a = á~^ paratodo
o e G, esautomáticamente conmutativo. En efecto, (a6)~^ = ab, y también
(ai>)~^ = = ba.

Ejemplo 2.8. Si G es un grupo en el cual (ai»)* = a*6* para todo
i = 0,1,2,..., entonces G es abeliano. De hecho, si (ab)* = a^b* para
tres enteros consecutivos i = n, n-fl,n-t-2, entonces G es abeliano. En
efecto, = (a6)**"^^ = {ab) (a6)" = (a6)a"6'*, de lo cual a^b = ba^.
De la misma manera se verifica que Pero entonces ao'*6 =
aba^ = , y así ab = ba.

Ejemplo 2.9. Si G es un grupo en el cual {ab)^ = a^6® y (a6)® =
cualesquiera que sean a,b G G, entonces G es abeliano. Para compro
bar esto obsérvese en primer lugar que a {ba)^ b = {ab)^ = 0^6®, así que
(60)^ = Pero entonces (a6)'̂ = ^(a6)^^^ =(b^a^)^ = =
a'̂ b*, y la afirmación resulta de lo establecido en el ejemplo 2.8.

Ejemplo 2.10. Si (G, •) es un grupo con 5 elementos, necesariamente G
es abeliano. Para demostrar esto, supóngase que existen o, &€ G tales que
ab ^ ba. Claramente a ^ e,b ^ e, donde e es el elemento neutro de G
(puese conmuta con todo elemento de G). También a^ b (pues a conmuta
consigo mismo), a ^ ab, b ^ ab, b ^ ba, a ba, ab e (pues o conmuta con
c~^) y ba^ e. Entonces G = {e, a, b, ab, ba}. Teniendo ahora en cuenta
que a conmuta con cualquier potencia de a seconcluye que ^b,a'^^ ab.
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^ ba, así que = e, o sea que, a = a~^. De la misma manera, = e y
b = b~^. Ahora, es claro que aba ^ o, ab,ba. Tampoco aba = e, pues sería
ab = a~^ = a, y entonces b = e. Finalmente aba 7^ b, ya que ab 7^ ba. Es
decir, aba no tiene cabida en G, lo cual es absurdo. Entonces la hipótesis
inicial ab ^ 6a es contradictoria, y será ab = ba para todos los a,b € G.

Ejemplo 2.11, El grupo GL2 {K), K =
ejemplo.

l, C, no es abeliano, pues, por

[iiiri oi_r2 ii,ri il_ri olfi il
lo iJLi ij Li ij^li 2J [1 iJLo ij

A partir de

-1; ¡1' -11 :i

(2.22)

(2.23)

se pueden construir matrices no conmutativas de cualquier orden n > 2.
Así,

(2.24)A 0 • ' B 0'
0 0

J
0 0

no conmutan, y GLn (K) no será conmutativo para n > 2.

EJERCICIOS

2.1 Sean (G, •) un grupo, a e G. Demuestre que las aplicaciones
fa,9a,ha : G —> G dadas respectivamente por (a) fai^) = are, (b)
9a {x) = xa, (c) ha (x) = axa~^, x € G, son biyectivas, que si e es el
elemento neutro de G entonces fe=9e = he es la aplicación idéntica

G, y que si 6= a~^, entonces = fb, 9a^ = —hb.

2.2 Con respecto alejercicio 2.1, verifique que ha {xy) = ha (x)ha (y) cua
lesquiera que sean x,y&G, que ha (e) = e, yque ha (íc~^) = (^o (a;))"^
para todo x € G.

2.3 Con respecto al ejercicio 2.2, verifique que {ha (x))" = ha(x") para
todo n € Z y todo x 6 G, así que (axa~^)" = ax^á~^ en tales cir
cunstancias. {Indicación. Considere primero el caso de n € N y haga
inducción.)

2.4 Sean (G, •) un grupo, a e G, m,n e"^. Demuestre que (a"*)" = a"*".
{Indicación. Considere primero el caso de n 6 N.)
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2.5 Sean (G, -f) un grupo abeliano aditivo en el cual O es el elemento
neutro, —a es el inverso de a y 6 —a es la solución única de a-hx = 6.
Demuestre que

o) —(6 —a) = a —6,

6) a —(6 -i- c) = (a —6) —c,
c) a - (6 - c) = (a —6) -h c,

d) a+ {b—c) = {a + b) —c,

cualesquiera que sean a, 6, c € G.

2.6 Sean (G, •) un grupo abeliano multiplicativo en el cuíJ 1 es el elemento
neutro y 6/a es la única solución de ax = 6. Verifique que a~^ = 1/a
y demuestre que

á) 1/ (6/a) = a/6,
6) a/ (6c) = (a/6) /c,

c) a/(6/c) = (ac)/6,
d) a{b/c) = {ab)/c,
e) {a/b){c/d) = {ac)/{bd),

f) (a/6) / (c/d) = {ad) / (6c),

cualesquiera que sean a, b,c,d e G. Establezca análogos de (e) y (f)
para el ejercicio 2.5

2.7 Con respecto al ejercicio 2.5, demuestre que n{b —a) = nb- na cua
lesquiera que sean a, 6eGyn€Z, y establezca el resultado análogo
en el caso del ejercicio 2.6. Demuestre también que (mn)a —m {na)
cualesquiera que sean a e G y m, n 6 Z.

2.8 Sean G un conjunto, e e G. Considere en G la ley de composición
interna a •b = a. Verifique que e es elemento neutro a derecha de G
para (•) y que para todo a € G existe a' G G tal que a' •a = e, pero
que si G tiene más de un elemento, (G, •) no es im grupo.

2.9 Sea G un conjunto no vacío provisto de una ley de composición interna
(•) asociativa y en el cual las ecuaciones ax = b y xa = b tienen al
menos una solución cualesquiera que sean a,b E G. Demuestre que
si G es finito, o si las soluciones de las ecuaciones ax = b y xa = b
son además únicas, entonces (G, •) es un grupo, y que este último es
el caso si G es finito.
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2.10 Sean (G, •) un grupo y a,b E G. Supóngase que a y b conmutan.
Demuestre por inducción que ab^ = b"^a paxa todo m G N, y concluya
luego que esto es válido para todo m eZ. Demuestre finalmente que
(ab)^ = si y sólo si a y 6 conmutan.

2.11 Considere el grupo (53, •) y sean

Verifique que la tabla de multiplicación de (5$, •) es

e a b c d f '
a e d f b c

b f e d c a

c d f e a b

d c a b f e

./ b c a e d .

¿Es (53, •) un grupo conmutativo?

2

3

2

1

3

2

3

2

)
)

Capítulo 3

Subgrupos

Definición 3.1. Sea (G, •) un grupo cuyo elemento neutro ^ e. Sediceque
un subconjunto íí de G es un subgrupo de G si íT tiene las trffi propiedades
siguientes:

(i) eEH.

(ii) Si a, 6 € ií entonces ab G H.

(iii) Si a E H entonces E H.

Un subgrupo H de un grupo G nunca es vacío (pues e E H), y si a,b E H
entonces ab~^ E H {pues también b~^ e H). Recíprocamente:

Teorema 3.1. Si H C G, H ^ 0 y H tiene la propiedad

{iv) Si a, b E H, también ab~^ E H, entonces H es un subgrupo de G.

Demostración. Como H ^ 0 existe cE H, y, envirtud de (iu), e= cc~^ G
H. Entonces (i) de la Definición 3.1 se satisface, y si o G íf, también
en virtud de (iv), a~^ — ea~^ g H. Finalmente, si a, 6 G ií entonces
a,b~^ Gíf, de lo cual ab = a (b~^) ^E H. Esto demuestra que {ii) y {iii)
de la definición 3.1 también se satisfacen, y H es así un subgrupo de G.D

Nota 3.1. Un subgrupo H de G tiene la propiedad

{v) Dados a,b E H, también ab E H.
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Si HQ G, tiene la anterior propiedad, puede suceder que
H no sea un subgrupo de G, aún si e E H. Por ejemplo N C Z tiene la
anterior propiedad y OG N, pero N no es un subgrupo de (Z, Lo mismo,
Z* = Z \ {0} tiene tal propiedad y IG Z*, pero Z* no es un subgrupo de

Q* = Q N {0}. De hecho, la propiedad (v) no implica que e € H
(aún si H ^ 0). Por ejemplo, N* = N n. {0} no es un subgrupo de (Z, +),
y O^ N*, pero satisface (u).

Sin embargo:

Teorema 3.2. Si (G, •) es un grupo y H Q G es finito, no vacío y satisface
(v) de la nota 3.1, entonces H es un subgrupo de G.

Demostración. Como H ^ 0, existe c € H. Ahora, en virtud de (u),
fc{x) = ex, donde c e H, es una aplicación de H en sí mismo, la cual
es evidentemente inyectiva (si ex —cy, necesariamente x = y). Como H
es finito, fe será también sobreyectiva, y deberá existir Cc & H tal que
fe (cc) = c; es decir, coc = c. Pero entonces Cc = e, el elemento neutro de
G, así que e Gií. Como fa'.H>-*Hes sobreyectiva para todo a &H, para
cada a GH deberá existir a' e H tal que fa {a') = e, o sea, que aa' = e, de
lo cual a' = Se concluye que si a GH, también a~^ G H. Entonces,
•ff es im subgrupo de G. •

Ejemplo 3.1, Si (G, •) es un grupo y o GG,

[o] := {a" : n G Z}
es un subgrupo de G. En efecto, 6 = 0°, (a")"^ = o
y todo resulta de observar que OG Z, —n GZym + nGZsi m, n E Z-
Se dice que [ajes el subgrupo cíclico de G generado por a. Si (G,+) es un
grupo abeliano aditivo es corriente escribir ma en lugar de o"^. Entonces
[a] = {ma : m E Z}.

Definición 3.2. Se dice que im grupo (G, •) es cíclico si G = [a] para algún
a E G. Es decir, si G coincide con el subgrupo cíclico generado por alguno
de sus elementos.

Ejemplo 3.2. El grupo (Z,+) es un grupo cíclico aditivo generado por 1,
pues m = m •1 para todo m G Z. Así, Z =[1].

Nota 3.2. Si (G, •) es un grupo y ií es un subgrupo de G, es claro que
{H, •) es, efectivamente, un grupo. Si a E G, ([a], •) es un grupo abeliano,
pues a'^a" = a'"'*'" = a^a"* cualesquiera que sean m, n G Z.

(3.1)
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En particular:

Teorema 3.3. Todo grupo cíclico es abeliano.

Definición 3.3. Sean (G, •) un grupo, a G G. Se dice que o tiene orden
finito, o que a es de orden finito, si existe m G Z, m 7^ O, tal que a*" = e.
En tal caso

o (a) := mín{m > O: a"* = e} (3.2)

se denomina el orden de G.

Nota 3.3. Como es claro, si a G G es de orden finito y a"^ = e , también
a""* = e. Esto implica que el conjunto en (3.2) es no vacío, así que o (a)
está bien definido y o (a) G N, o (a) > 1. Obsérvese además que o(e) = 1.
Si a G G no tiene orden finito, es decir, si a*" 7^ e para todo m GZ, m ^ O,
es corriente decir que a tiene orden infinito, y escribir o (a) = co. Así, todo
elemento n 7^ Odel grupo aditivo (Z, +) tiene orden infinito:

o (n) = 0(1)= 00, n G Z, n 7^ 0.

Por otra parte, o (0) = 1.

(3.3)

Nota 3.4. Si G es un grupo, a G G tiene orden finito m y a" = e, n G Z,
entonces m divide a n, pues en caso contrario n = mq + r donde q,r eZ y
O<r <m (capítulo 1, sección 1.4), así que e = a" = ai = e'o'" = a*",
lo cual es absurdo.

Nota 3.5. La notación |a| es usual para el orden de un elemento a de un
grupo G, sin embargo puede ser causa de confusión en algunos casos, como
en el de los enteros, donde |a|, el orden de a GZ , puede confundirse conel
valor absoluto |a| de a. Así |1| = 00 si |1| es el orden de 1 como elemento
del grupo (Z,+), mientras que |1| = 1 si |1) denota el valor absoluto de 1.

Teorema 3.4. Un elemento a de un grupo (G, •) tiene orden finito si y sólo
si

[a] = {a" : 71 GN}. (3-4)

Si además m = o (a), entonces

[a] = (a" : O< 71 < m},

y para todo n E Z,
a" =

(3.5)

(3.6)
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donde r (n,m) es el resto de dividir n por m (capítulo 1, sección 1.4).

Demostración. Si [a]= {o" : n € N}, para todo m e Z, m < O, deberá existir
71 € N tal que a"* = a^. Entonces á^~"^ = e y, como n —m 7^ O, o
tendrá orden finito. Supóngase recíprocamente que a tiene orden finito m. Si
n € Z entonces n = mq+ r (n,m) donde g € Z, así que aP = {a^)^ _
e9a»"(»n.n) =: gr(m,n) Qomo O< r{m,n) < m, esto demuestra el teorema,
pues implica que {a" : O< ti < 7n} C : ti G N} C {a" : ti G Z} C {a" :
O< Ti< Tn}.D

Definición 3.4. Si G es un grupo finito, el orden o (G) de G es el número
de sus elementos. Si fT es un subgrupo finito de G, o (H), el orden de H,
es también el número de sus elementos.

Nota 3.6. Si G no es finito, es corriente escribir o(G) = 00. También
o(íf) = 00 si íTes un subgrupo infinito de G. Es claro entonces que

o ([a]) = o (a) (3.7)

para todo a G G

Si (G,•) es un grupo, fí es un subgrupo de G y a G G, escribiremos

aH = {ax : X G fí} (3.8)

y

Ha = {xa : x G H}. (3.9)

Se dice que aH es utio clase lateral izquierda de H, una cocíase a izquierda
de H, o un cogrupo a izquierda de H. Respectivamente, Ha es una clase
lateral, una cocíase o un cogrupo a derecha deH. Nótese que eH = He = H
y que a G afí n Ha.

En general aH no es im subgrupo de G. De hecho, aH es un subgrupo
de G si y sólo si a G fí, en cuyo caso aH = H. Esto es un corolario del
siguiente teorema.

Teorema 3.5. Si H es un subgrupo de G y a,b G. G, aH = bH si y sólo si
aH n bH 0.

Demostración. Como o G aH, es claro que si aH = bH entonces aH n bH =
aH 7^ 0. Supóngase recíprocamente que z G aH n bH y sean x,y E H
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tales que z = ax = by. Demostraremos que aH C bH. Sea c GaH, así que
c = ah con h E H. Como a = byx~^, yx~^ Gfí, y también {yx~^) h E H,
entonces c = bh' con h' = (xy~^) h E H, así que c GbH. Que bH C aH se
demuestra de la misma manera. •

Corolorio 3.1. Bajo la hipótesis del teorema, aH —bH si y sólo si aH C
bH.

Demostración. Si aH = bH, es claro que aH C bH. Recíprocamente, si
aH C bH entonces aH n bH = aH 0, así que aH = bH. D

Corolorio 3.2. Bajo las hipótesis del teorema, aH = bH si y sólo si
b-^a E H.

Demostración. Si aH = bH entonces a E bH, de lo cual a = bh, h E H.
Pero entonces b~^a = h E H. Recíprocamente, si b~^a E H entonces
a = b(&~^u) € bH, así que aH DbH 7^ 0. •

Corolorio 3.3. Si H es un subgrupo de G y a eG, aH = H si y sólo si
aEH.

Demostración. En efecto, aH = eH si y sólo si a = eo = e~^a E H.O

Corolorio 3.4. Si a y H son como en el corolario anterior, aH es un
subgrupo de G si y sólo si a E H.

Demostración. Si a G fí entonces aH = H y aH es un subgrupo de G.
Recíprocamente, si aH es un subgrupo de G entonces e G aH, así que
e = ah,hE H. Como necesariamente h = a~^ entonces GH, de lo cual
a= G fí. •

Obsérvese ahora que ip : aH G dada por p (x) = {ba~^) x es una apli
cación inyectiva tal que {aH) = bH. En efecto, p es claramente inyectiva,
y si c G aH, así que c = ah, h E H, entonces y (c) = bá~^ah = bh E bH,
lo cual demuestra que tp(aH) C bH. Finalmente, si d = bh' GbH entonces
(a6~^) d = ah' E aH y ip ((a6~^) d) = d, lo cual establece que ^(aií) = bH.
Se deduce que aH y bH tienen, cualesquiera que seem a,b E G, el mismo
número de elementos. En particular, aH y H tienen el mismo número de
elementos:

#(afí)=o(fí) (3.10)
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para todo o € G. Aquí ü'iaH) es el número de elementos de aH, con
Íf'{aH) = oo si íí es infinito.

Supóngase entonces que G es un grupo y que fí es un subgrupo de G.
El conjunto

G/H = {aH : a G G} (3.11)

de las clases laterales izquierdas de H es una partición de G, es decir, aH ^
0 para todo a e G, aHnbH = 0 si aH bH, y

G=\JaH.
aeG

(3.12)

Además, todos los conjuntos aH tienen elmismo número de elementos. Esto
y la relación (3.12) implican que si G esfinito y C es un subconjunto de G
que tiene con cada cocíase aH un único elemento en común, entonces

o€C

Como es claro, #(G) =#{G/H), así que

#(G/fr) = o(G)/o(ií).

(3.13)

(3.14)

Como il:{G/H), o{H) y o(G) son enteros positivos, se tiene entonces el
siguiente teorema, imo de los más importantes de la teoría de los grupos.

Teorema 3.6 {Lagrange). Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de
G, entonces q{H) divide o{G).

Corolario 3.5 (Lagrange). Si G es un grupo finito y a E G, entonces
o(a) es finito ydivide o(G).

Demostración. En efecto, o(a) = o([a]) y [a] es un subgrupo de G. •

Corolario 3.6. Si G es un grupo finito con m = o(G), entonces a"^ = e
para todo a E G.

Demostración. En efecto, m = o(a)n para algún n € N, y, como = e,
también a^ = (a®("))" = = e. •

Nota 3.7. Si (G, •) es im grupo, H es un subgrupo de G y a g íí,
[a] = : n G Z} C íí; es decir, [o] es un subgrupo de todo subgrupo
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ff de G tal que a E H. En otros términos, [a] es el más pequeño subgrupo
K de G tal que a G K. Es por esta razón que se dice que [a] es el subgrupo
generado por a.

Nota 3.8. Resultados análogos a los establecidos para las clases laterales
a izquierda de un subgrupo H de G valen para las clases a derecha. Así,
Ha = Hb si y sólo si Ha n Hb ^ 0, lo cual ocurre si y sólo si ab~^ E H.
Entonces

G\H = {Ha : a GG}, (3.15)

el conjunto de las clases laterales derechas de H, es también una partición
de G, o sea. Ha ^ 0 para todo a E G (nótese que a E Ha), Ha n Hb = 0
si Ha 7^ Hb, y

G= \jHa. (3.16)
aeG

Además #(ífa) = o(H) para todo a G G. De hecho, x —> xa es una
correspondencia biyectiva de H sobre Ha yx —» x (a~^b), una de Hasobre
Hb. Más aún, x —' bxa~^ es una correspondencia biyectiva de Ha sobre
bH (y X—> axa~^, una de Ha sobre aH). Evidentemente, He = eH= H.

Nota 3.9. Si (G, -) es un grupo, oGGynGZ, es claro que [a"]C[o],
pero puede suceder que [a"]7^[a]. En notación aditiva [a]= {ma :m € Z},
así que [na]C[a] para todo n GZ, pero, en general, [no]7^[o]. Nót^e, sin
embargo, que [a~^]=[o], pues también [a]C[a~^], ya que a = (a~^) •
lo tanto, en notación aditiva, [—a]=[a].

Ejemplo 3.3. Si a G Z, [a]= {ma : m GZ} = Za, el conjunto de los
múltiplos de a. Como es claro, [—a]= Z(—a) = Za =[«]• Evidentemente
ZO = {0}, pero si a 7^ O, Za es infinito. Obsérvese que Za = aZ para todo
oGZ. SinGZyaT^O, es claro que Z(na) C Za, pero si n 7^ ±1,
Z(na) 7^ Za, ya que a ^ Z(no) (si a EZ(na), sería a = m{na) = (mn)a
para algún m GZ, de lo cual mn = 1, así que n = ±1). Obsérvese finalmente
que las clases laterales de aZ en Z son los conjuntos de la forma b+ —
6+Za = Za+6 = aZ+6. De hecho, 6+aZ = r (b, a)+aZ, pues b—r (b, a) = a?)
g € Z, así que 6 —r (6, a) G aZ. Si a > O,

Z/aZ = {aZ, 1 + aZ, 2 + aZ,..., (a - 1) + a2 (3.17)

es un conjunto finito con a elementos. Si a < O,

= {A: + aZ : O< A: < |al - 1= -a - 1} = Z/ (-a) Z. (3.18)
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Si a = O,

= Z/{0} = {{k} : k G (3.19)

es infinito.

Definición 3.5. Si (G, •) es nn grupo, a G G y n G Z es tal que [a"]=[a], se
dice que n es im exponente primitivo de a y que a" es una potencia primitiva
de a.

Como [a"]=[a~"], n es primitivo si y sólo si (—n) también lo es.

Teorema 3.7. Si (G, •) es un grupo, a ^ G y [a\ es infinito, a" es una
potencia primitiva de a si y sólo si n = ázl.

Demostración. Como [a]=[a~^], es claro que 1 y —1 son primitivos. Recí
procamente, si [a'̂ ]=[a] entonces a = para algún fc G Z, así que

= e, y, como [a] es infinito, necesariamente n/c —1 = 0. Entonces
n = ±l. •

Nota 3.10. Observamos que si [a] es finito, de modo que [a]= {a'' ; Q<
k < m—1} donde m = o(a), entonces n es primitivo si y sólo si r (n,m),
el resto de dividir n por m, también lo es. Esto resulta de que a" = a
para todo n G Z.

Teorema 3.8. Si [a] es finito y o(a) = m, a" es primitiva, o sea, n es
primitivo, si y sólo si mcd{n,m) = 1 (capítulo 1, sección 1.4).

Demostración. Si mcd(n,m) = 1, existen p,g GZ tales que pm -f gn = 1
(capítulo 1, teorema 1.11), así que (a"»)" (a")*^ = a. Como (0»")^ = eP = e
entonces (a")P = a, lo cual asegura que a e[a"]. Entonces [a"]=[a], y n es
así primitivo. Supóngase recíprocamente que [a'̂ ]=[a], es decir, que a"' = a
para algún l g Z. Pero entonces ni —1 = km, k E Z, de lo cual 1 =
In -I- {-k)m y 1= mcd(n,m). •

Ejemplo 3.4. Si n g N, n > 1, el conjunto Tn = {« GC : z" = 1} de las
raíces n-¿simas de la unidad (capítulo 1, sección 1.8) es un subgrupo cíclico
de (C*, •)) C* = C \ {0}. En efecto, Tn es un subgrupo, pues 1 G T„; si
zeTn también e Tn, pues = (2")"^ = 1"^ = 1; y si 21,22 e T„
entonces 2122 G Tn, pues (2122)" = «1^2 =1-1 = 1. Además, como se
establece en el capitulo 1, sección 1.8, teorema 1.23, si Wn = entonces
1n = {^n ; í = 0) 1."mH—1}. Seconcluye queT„ es el grupo cíclico generado
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por ti;n(con o(tu„) = n). Además, l E Z, Wn es una potencia primitiva de
Wn si y sólo si Wn OS una raíz primitiva n—ésima de la unidad (véase el
capítulo 1, sección 1.8, nota 1.30), lo cual ocurre si y sólo si mcd(í,n) = 1.

Los dos teoremas siguientes, no del todo triviales, son característicos del
tipo de resultados que se busca en la teoría de los grupos finitos. Si G es
un grupo y H es un subgrupo de G tal que {e} ^ H ^ G, se dice que H
es un subgrupo propio de G. El primer teorema caracteriza los grupos sin
subgrupos propios. El segundo establece una propiedad importante de los
grupos de orden primo.

Teorema 3.9. Si un grupo G no tiene subgrupos propios, entonces G es
un grupo cíclico finito; y si o (G) = p > 1, entonces p es un número primo.

Demostración. Claramente G = {e} no tiene subgrupos propios y es fimto,
cíclico y o(G) = 1. Supongamos entonces o(G) > 1, y sea o € G, o ^
e. Entonces [a]= G. Si no, [a] sería un subgrupo propio de G. Ahora, si
o(a) = 00, [a^] sería un subgrupo propio de (o]= G. Entonces o(a) =
p < 00. Pero, si p no es primo y g es un primo que divide a p, entonces
mcd(p, 9) = 9 > 1) así que, según el teorema 3.8, [a']C[a] y de
lo cual [o®] es un subgrupo propio de G. Esto es absurdo. Entonces p es
primo, y como G =[a] y o (G) = p, G es cíclico deorden primo. •

Teorema 3.10. Si G es un grupo finito y o(G) = p es un primo, G es
necesariamente cíclico, está generado por cualquier elemento a € G, a ^ e
y no tiene subgrupos propios.

Demostración. Sean a E G, a ^ e, y H =(a]. Si fuera H G, entonces
m= o{H) dividiría o(G) y m ^ o(G), lo cual aseguraría que m= 1. Esto
es absurdo pues a EH, así que H^ {e}. Entonces G={a]) yes cíclico. •

Nota 3.11. Obsérvese que en el teorema anterior, G=[6]'para todo 6€ G,
6^ e. Es decir, si o(G) = p es primo y G =[0], entonces G=[0"] paia
todo n, 1 < n < p. Esto es obvio, y resulta también de observar que,
necesariamente, mcd(n,p) = 1.

Ejemplo 3.5. Como consecuencia del teorema anterior, es fácil describir
las posibles tablas de multiplicación de un grupo G = {ci o., b, c, d} con
5 elementos. Podemos suponer, en efecto, que 6 = o^, c = o^, d = c (ó.
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d = a^, b= a^, c = a'̂ , etc.), así que una de tales tablas es

6a

b

c

d

e

c

d

e

a

c

d

e

a

b

di
e

a

b

c

Las otras tablas posibles se elaboran de la misma manera. Este es un
ejemplo simple de como la teoría de los grupos puede ser de ayuda en la
elaboración de las tablas de multiplicación de un grupo. Obsérvese que la
teoría permite también concluir que todo grupo de orden primo (y en par-
ticiilar de orden 5) es necesariamente abeliano (y lo mismo es cierto de todo
grupo G de orden n < 5).

Tenemos finalmente el siguiente teorema.

Teorema 3.11. Si G es un grupo cíclico, todo subgrupo H de O también
lo es.

Demostración. Si G=[a] y aP- EH, también a~" E H. Ahora, si ií = {e},
es claro que H es cíclico. Si H {e}, existe, en virtud de lo anterior, n 6 Ñ,
^ > O, tal que a" E H. Sea entonces m = mín{n €N:n>Oya"G H}. Si
a. E H entonces m divide a n, pues en caso contrario n = mq + r, q,r E Z,
O< r < m, de lo cual a" = {a"^)^á^, así que a*" = a" (a*"')-! ^ H, que es
absurdo (pues mes mínimo talque m> Oy d^ E H). Entonces a" =
kEZ, así que H =[0"*]. •

Nota 3.12. Si G= {e, a,..., }es cíclico deorden m<ooyO<A;<m,
entonces a'' genera un subgrupo propio de Gsi y sólo si mcd(m. A:) = d > 1.
Por consiguiente o(a*^) = m/d. Enefecto, si n = o (a*^) entonces n | pues
(a*) ^ ~ e. Por otra parte m\ kn, pues = e. Entonces
m/d \k/d-n,y como mcd(m/cí, A:/d) = 1, entonces m/d \n.

EJERCICIOS

3.1 ¿SonZ, Q y R subgrupos de (C,+)? ¿SonZ y Q subgrupos de (M, +)?
¿Es Z un subgrupo de Q ? ¿Es N un subgrupo de (Z, +)?
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3.2 Recuerdese que si K C C. K' = /<" \ {0}. ¿Son Q* y R* subgrupos
de(C%-)? ¿EsQ* un subgrupos de (R,•)? ¿Es Z* im subgrupo de

3.3 SeaT={2 6C;|z| = l}, ¿Es T un subgrupos de (C*, •)? ¿Es (Tn, •)>
n > 1, el grupo de las raíces n-ésimaS de la unidad un subgrupode
(T, •)?

3.4 Mediante la tabla de multiplicar del ejercicio 2.12, encuentre todos los
subgrupos de {S3, •) . {Indicación. Tales subgrupos tienen ordenes 1,
2, 3 o 6).

3.5 Sean K = Z, Q, R, y Hk = {A G GL„ (C) : Det (A) GK). ¿Es Hk
un subgrupo de GL„ (C)? Sea H = {A E GLn (C) : Det (A) G
R y Det (A) > 0}. ¿Es H un subgrupo de GLn(C)? Si H' =
{A G GLn (C) : Det (A) < 0} . ¿Es H' un subgrupo de GLn (K)?

3.6 Demuestre que H es un subgrupo de (Z, +) siy sólo siexiste m GNtal
que H = mZ y que H 7^ {0} si y sólo si m 0. Demuestre igualmente
que si H es un subgrupo de (Q, +), existe m GN tal que mZ QH y
que si H ^ {0} , m puede tomarse diferente de 0. ¿Es esto último
cierto de todo subgrupo H de (C,+)?

3.7 Demuestre que si H es un subgrupo de (G,-) y a G G, aHa~^ =
^axa ^: XE Hy es también un subgrupo de G.

3.8 Demuestre que si es una familia de subgrupos de (G, •), H =
pl iíi es también un subgrupo de G. Concluya que:
i€l

a) Si ACG, existe un subgrupo íf de G tal que

(a) ACH

(b) Si H' es un subgrupo deG tal que ACH', entonces H CH'.
Se dice que H es el subgrupo generado por Ayse denota con [A].
{Indicación. Considere la familia {Hi)^^j de todos los subgrupos
de G que contienen a A. Hay al menos uno:G.)

b) [a] es el subgrupo generado por A = {0} .
c) [0] = {e} , donde e es el elemento neutro de G.

3.9 Sea (G, •) un grupo abeliano. Demuestre que F{G) := {a G G ;
o (o) < 00} es un subgrupo de G. ¿Qué es F (G) si G es finito?
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3.10 Sea (G, •) un grupo abeliano y n 6 Z. Demuestre que tanto
G" = {a" : a € G} como G„ = {a € G : a" = e} son subgrupos de
G. Ve- rifique que si G = «Ss entonces G^ es un subgrupo de G pero
G2 no lo es, mientras que G3 es un subgrupo pero G^ no lo es.

3.11 Sea (G, •) un grupo. Demuestre:

o)

b)

c)

d)

e)

/)

La aplicación <p : G —> G definida por (p (x) = x ^ es biyectiva
con<p{e) = ey ip (ab) = (p{b)(p (a) cualesquiera que sean a, 6 G G.

Sea (G, •) es abeliano, p (ab) = p{a)p (b) cualesquiera que sean
a,b e G y p(a)" = p(a") para todo a € G y todo n € Z.
Si (G, •) es abeliano, o(G) = n > 1, G = {ai, 02, ...lan} y x =
aia2 ••-On entonces p (x) = x, así que x^ = e.
Si G y Xson como en (c) y existe un único b G G, b 7^ e, tal que
b^ = e, entonces x = b.

Si G y Xson como en (c) y existe más de un b G G, b 7^ e, tal que
b^ = e, entonces x = b.

Si G y Xson como en (c) y n es impar, entonces x = e.

3.12 Sean (G, •) un grupo, H un subgrupo de G, G/H el conjunto de las
claseslaterales izquierdas de ff, Gníí el conjunto de las clases laterales
derechas. Demuestre que la aplicíición : G/H —* G ^ H dada por
V» (aíí) = Há~^ está bien definida y es biyectiva. ¿Está bien definida
la aplicación p{aH) = Ha? Si lo está, demuéstrelo. Si no, dé un
contraejemplo. {Indicación. Considere el grupo G = S3 del ejercicio
2.12 y sea íí = {e,a}. Calcule bH, fH, Hb, Hf.)

Capítulo 4

Subgrupos Normales

Definición 4,1. Se dice que un subgrupo H de (G,•) esun subgrupo normcd
de G si aH = Ha para todo a G G.

Es decir, H es normal si y sólo si toda clase lateral izquierda de fí es
igual a la correspondiente clase lateral derecha. Evidentemente G es un
subgruponormal de sí mismo. También H = (e) es un subgrupo normal de
G. Existen grupos G cuyos únicos subgrupos normales son {e} y G (véase
el capítulo 8).

Si (G, •) es abeliano, todo subgrupo íí" de G es normal. Si n > 2,
el subgrupo GLn(R) de GLn(C) no es normal (ejercicio 4.1). Tampoco
GLn{Q) es un subgrupo normal de GjL„(IR). Si G = «S3 (ejercicio 2.12) es
el grupo simétrico de 3 objetos, H = {e, d, /} es un subgrupo normal de G,
pero H\ = {e,a}, H2 = {e, b} y Hz = {e,c} no lo son (ejercicio 4.2).

El siguiente teorema contiene algunas de las propiedades más impor
tantes de los subgrupos normales. Definimos

aHa~^ := {aha~^\h GH}.

Teorema 4.1. Sean (G, •) un grupo, H un subgrupo de G. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

1. H es un subgrupo normal de G.

2. aH Q Ha cualquiera que sea a E G.
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3. aHa~^ C H para todo a E G.

4. H Q aHa~^ cualquiera que sea a € G.

5. Ha C aH para todo a E G.

Demostración. Es claro que (1) (2). Para ver que (2) =4» (3), obsérvese
que (2) implica que para todo a E G y todo h E H existe h' E H tal que
ah = h'a. Pero entonces aha~^ = h' E H, o sea, aha~^ E H para todo
h E H, así que aHá~^ C H. Ahora, si aHa~^ C H paxa todo a G G, y
h E H, entonces aha~^ = h' para algún h' E H, de lo cual h = a~^h'a,
o sea, h E a~^Ha; entonces H C a~^Ha para todo a G G, en particular
H C (o~^) Ha~^ = aHa~^ paratodo a GG, y deesto (3) => (4). Para ver
que (4) =» (5) obsérvese que, de (4), si a GG y h Gií entonces h = ah'a~^
para algún h' E H, de lo cual ha = ah', h' E H-, entonces. Ha C aH,
lo cual demuestra (5). Demostraremos finalmente que (5) => (1). Basta
demostrar que si (5) sesatisface, también aH Q Ha para todo a GG. Sean
entonces aEG, hEHyx = ah; entonces x~^ = h~^a~^ E Há~^, y
como Ha~^ C a~^H, se tiene que h ^a ^ = a ^h', h' E H-, pero entonces
X—{h') a E Ha, y así aH C Ha. •

Corolario 4.1. Sea H un subgrupo de (G, •)• Entonces H es normal si y
sólo si para todo aEG, aH = Hb para algún b E G.

Demostración. Si íf es normal, aH = Ha para todo aEG, así que la
condición se satisface. Porotra parte, si aH = Hb entonces a E HbDHa, o
sea Hbn Ha ^ 0. Esto implica que Hb = Ha. Entonces aH = Ha, y H
es así normal. •

Nota 4.1. Como es claro del teorema 4.1, H es normal en G si y sólo
si íT = aHá~^ = a~^Ha para todo aEG (pues si H es normal, de (3),
aHa ^QH, y, de (4), H CaHa~^. Lo recíproco es trivial).

Deñnición 4.2. Si (G, •) esungrupo y ií esun subgrupode G, denotaremos
con [G : ff], y lo denominaremos el índice de H en G, el número de clases
laterales izquierdas de H en G:

[G : íf] := # (G/íf) .

[G : íf]= oo si G/H es infinito.
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Si G es un grupo y A, B C G, definimos

AB = A • B := {ab : a E A,b E B}

El siguiente teorema es fundamental.

Teorema 4.2. Si H es un subgrupo normal de (G, •), la ley de composición
{aH)(bH) = {ahbh' : h, h' E H}, es una ley de composición interna en G/H
que hace de este conjunto un grupo, en el cual H = eH es el elemento neutro
ya-'H es el inverso de aH. Más aún,

iaH) (bH) = (ab) H.

Demostración. Demostraremos primero que {aH){bH) = {ab)H, lo cual
asegurará que la ley de composición dada en G/íf es clausurativa (osea, una
ley decomposición interna). Sean entoncesx = ah, y = bh', donde h,h' eH.
Demostraremos que xy G {ab)H. Pero, como íf es normal, Hb = bH, así que
existe h" E H tal que hb = bh", y entonces xy = {ah) {bh') = a{hb)h' =
a{bh")h' = {ab) {h"h'). Como h"h' E H, la afirmación queda demostrada.
Sea, recíprocamente, 2: = {ab) h, h E H, un elemento de (06) H. Como z =
{ae){bh), entonces 2: G {aH){bH). Así, (aíf)(6íf) = oJbH. Ahora, la anterior
ley de composición en G/íf es asociativa. En efecto, [(aíf)(6íf)] {cH) =
[{ab)H]{cH) = (a6)cíf = a(6c)íf = (aíf) [ócíf] = {aH)\{bH){cH)]. Como
además {aH)H = {aH){eH) —(ae)íf = aH, H = eH es el elemento neutro
de G/íf para esta ley. Como finalmente (aíf)(a~^íf) = aa~^H = eH = íf,
es claro que {aH)~^ = a~^H, y el teorema queda demostrado. •

Corolario 4.2. Si G es abeliano y H es un subgrupo de G, H es normal
en G y G/H es abeliano.

Demostración. Es claro que íf es normal, y como {aH){bH) = {ab)H =
{ba)H = {bH){aH), G/H es abeliano. •

Nota 4.2. Si íf es un subgrupo normal de G, la ley de composición en
G/H está dada por

(aíf)(6íf) = {(ax)(6y):x,j/GÍf},

y como

{aH) {bH) = {ab) H,

resulta ser una ley de composición interna en G/íf. Es natural preguntarse
si cuando íf no es normal, la relación anterior, permite aún definir, direc
tamente, una operación en G/íf. Esto es falso, pues puede suceder que
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aH = a'H y bH = b'H y que {ab)H ^ {a'b')H. En efecto {ab)H = {a'b')H
vale si y sólo si {o&)~^ (a~^a') b' E y esto no se deduce de
a~^a' € íí, b~^b' E H si H no es normal. Obsérvese, sin embargo, que
si ií es normal, (a6)~^(a'6') = (b~^ {a~^a') b) b~^b' y, como en tal caso
b~^ (a^^a') bE H, entonces (a6)~^(a'6') € HH = H, como era de esperarse.

Definición 4.3. El conjunto G/H de las clases laterales izquierdas de un
subgrupo normal íí de G con la ley de composición interna

(aH) {bH) = (ab) H

se denomina el grupo cociente de G por H.

Nota 4.3. Obsérvese que cuando H es normal en G, el orden o {G/H) de
G/H es

o{G/H) = [G-.Hl
el índice de H en G.

Nota 4.4. Es conveniente observar que cuando se considera como elemento
de G/H, aH es un objeto, y en muchas ocasiones (aunque no en todas), es
poco importante tener presente que aH es un subconjunto de G. Para enfa-
tizar este hecho es frecuente denotar a aH simplemente con a, especialmente
cuando no hay riesgo de confusión, así que

ab= ab, (a)~^ =
pero debe recordarse que a = 6no implica que a = b: sólo que b~^a E H.

Obsérvese que o(a) es oo o el mínimo m € N, 7n > O, tal que (a)*" =
a"» = e (o sea, tal que a*" € H). En este contexto o{aH) = o(a) no tiene
nada que ver con el número de elementos de aH. En particulax, o {H) =
o (e) = 1, atmque H tenga más deun elemento. Esperamos que el contexto
permita evitar posibles confusiones.

Ejemplo 4.1. Si K = Q, K, C, el conjunto

H = {A E GLn{K) : Det(A) € R,Det{A) > 0}

esunsubgrupo deGL„(í!:). Como además Det(XAX-i) =Det(XA'-^A) =
Det(A) > O para A E H y X E GLn{K), H es un subgrupo normal de
GLn{K). También

SLn{K) := {A E GLn{K) : Det{A) = 1}
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ra un subgrupo normal de G, y lo mismo es cierto de

|5L„|(/<) := {A E GLn{K) : lDet(A)l = 1}.

Como una aplicación del hecho de que G/H es un grupo si H es normal en
G, demostraremos el siguiente teorema, un recíproco parcial del teorema de
Lagrange.

Teorema 4.3 (Cauchy) . Si G es un grupo abeliano finito y p es un primo
que divide o (G), existe a E G tal que o (a) = p, y G tendrá así un subgrupo
de orden p.

Demostración. Razonaremos por inducción sobre o(G). Sea b E G, b ^
e. Si o (6) = o (G) (lo cual ocurre en particular si o(G) = p) y m =
o(G)/p, entonces o {b^) = p, y la afirmación queda demostrada con a = 6"*.
Podemos suponer entonces que H =[6]^ G. Si o{H) = p, la afirmación
resulta con a = b. Si o {H) ^ p, pero p | o {H), podemos concluir por
inducción (puesto que o{H) < o (G)) que también existe aE H con o (a) =
p. Supongamos entonces que p no divide a o (if), así quep divide a (G : ií].
Como G es abeliano, H es normal y G/H es un grupo, obviamente abeliano.
Como además H ^ {e}, o {G/H) = o (G)/o {H) < o (G), y como p[o{G/H),
podemos suponer por inducción que existe c 6 G tal que cH tiene orden
p en G/H. Entonces (ciíjP = cPH = H, o sea <f E H, y si k = o{H),
{c/'Y = (c^)*^ = e. Pero ^ e (en caso contrario {cH)^ = H,y se tendría
quep I k (nota 3,10)), así que si a = entonces o (a) =p. •

Las siguientes observaciones se refieren a resultados que serán útiles en
los capítulos siguientes.

Nota 4.5. Si AT es un subgrupo normal de G y M es vm subgrupo de G
taJ que N C M, es claro que N es un subgrupo normal de M. Como todo
subgrupo de G es un subgrupo normal de sí mismo, es falso en general que
si AT es un subgrupo normal de un subgrupo M de G entonces AT es un
subgrupo normal de G (esto puede suceder aún si M es normad en G. Véase
el ejercicio 8.11).

Nota 4.6. Si M y N son subgrupos de G y MN = {xy : x E M,y E N},
no necesariamente MN es un subgrupo de G (véase el ejercicio 4.3). Esto
ra cierto, sin embargo, si MN = NM. En efecto, es claro que e E MN, y
si a = xy , X E M, y E N, entonces a~^ = y~^x~^ € NM = MN. Por
otra parte, si a = xy y b = x'y' donde x,x' E M y y,y' 6 N, entonces
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ab = x{yx')y', y como yx' € NM = MN, existirán x" € M, y" 6 N tales
que yx' = x"y", de lo cual ab = (xx") {y"y') E MN. Finalmente, es fácil
verificar que si MAT es un subgrupo de G entonces MN = NM. De todo
esto se deduce el siguiente teorema.

Teorema 4.4. Si M, N son subgrupos de G y N es normal en G entonces
MN es un subgrupo de G y N es un subgrupo normal de MN. Además
M r\N es un subgrupo de N y un subgrupo normal de M.

Demostración. Como MN = Uoeiv ~ UosN —̂ M, se deduce que
MN esimsubgrupo de G, y es obvio que iV es un subgrupo normal de MN.
Es además claro que M DAT es un subgrupo de M y de N, y si a € M y
b E M n N entonces aba~^ € N (pues N es normal) y aba~^ € M (pues
abE M y e M), asíque aba~^ € M DAT. •

Corolario 4.2. Si G es abeliano y M, N son subgrupos de G, MN es un
subgrupo de G.

EJERCICIOS

4.1 Demuestre que si n > 2, GLn (Q) y Gl'n (1^) no son subgrupos nor
males en GLn(C), y que tampoco GLn (Q) es normal en GLn (K) •

4.2 Con respecto al ejercicio 2.12, verifique que H = {e, d, /} es un sub
grupo normal de G = «S3, pero que Hi = {e, a} , H2 = {e,6}, Hz =
{e,c} no lo son.

4.3 Sean G, Hi y H2 como en el ejercicio 4.2. Verifique que:

«) (dHx) ifHi) = {e, a, b, /} ^ (df) H-, = {e. a} .
b) H1H2 = {e, a,b, d} ^ H2H1 = {e, a, 6, /} .
c) H1H2 y H2H1 no son subgrupos de G.

Verifique además que dH\ Hyx para todo x GG.

4.4 Demuestre que si n > 2, {yl e GL„(R) : Det (>1) = 1} = SLn (R) es
un subgrupo normal de GLn (C).

4.5 Sean (G, •) un grupo, H un subgrupo de G. Demuestre que H' =
n aHa~^ es un subgruponormalde G contenido en H y que H' = H

d^G

si y sólo si ií es normal en G.
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4.6 Demuestre que si M y AT son subgrupos deGyfí = MN es nn
subgrupo de G, entonces MN = NM. Demuestre además que si M y
N son normales en G entonces i/ es un subgrupo normal de G y que
si M r\N = {e} entonces ab = ba cualesquiera que sean a G M, b E N.
{Indicación. ¿Donde está aba~^b~^7)

4.7 Sea (G, •) un grupo y para cada a E G sea G(o) = {x G G : xa =
a.r} = {x G G : xax~^ = a}. Demuestre que C{a) es im subgrupo de
G y que Z{G) = f) C(a), el conjunto de los x G G que conmutan

con todo a G G, es un subgrupo normal de G. Demuestre además que
(Z(G), •) es un grupo abeliano, que todo subgrupo H de Z{G) es un
subgrupo normal de G y que G(a) = G si y sólo si a G Z{G). Se dice
que Z{G) es el centro de G.

4.8 Sean (G, •) un grupo, H un subgrupo de G. Demuestre que si aH = bH
implica que Ha = Hb cualesquiera que sean a, b G G, entonces H es
un subgrupo normal de G.

4.9 Sean (G, •) un grupo, H un subgrupo normal de G. Demuestre que si
o (a) es finito, a G G, el orden o{aH) de aH en G¡H divide a o (a).

4.10 Sean (G, •) un grupo, H un subgrupo de G tal que H C Z{G) (ejercicio
4.7). Demuestre que H es normal en G y que si G/H es cíclico entonces
(G, •) es abeliano.

4.11 Sea (G, •) un grupo y supóngase que existen a, 6 G G con ab = ba y
o (a) = m, 0(6) = n, donde mcd(7n,n) —1. Demuestre que 0(06) =
mn. Concluya que si o (G) = mn entonces G es cíclico, y que este es
siempre el caso si G es abeliano y o(G) = pq dondepy q son primos
distintos.

4.12 Sea (G, •) un grupo abeliano y supóngase que o(G) = mn, donde
mcd(m, n) = 1. Sea Gm como en el ejercicio 3.10 y considere el grupo
GfGm- Demuestre que si (xG,,,)"* = Gm en G/G„,, entonces x GGm
(es decir, o(x) | m).

4.13 Sean G un grupo, a,b E G con ab = ba y o (a) = m, 0(6) = n.
Demuestre que si [a] n [5] = {e} entonces o(a6) =nicm(m, n).
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Capítulo 5

Homomorfía e isomorfía

Definición 5.1. Sean (C?, •) y (G',-) grupos. Una aplicación / : G
tal que

G'

fiab) = f{a)m

se denomina un homomorfismo de G en G'. Si / es inyectiva, se dice que /
es un monomorfismo de G en G'. Si es sobreyectiva, que es un epimorfismo
de G sobre G'. Si es biyectiva, que es un isomorfismo de G sobre G'.

Un isomorfismo es entonces, al mismo tiempo, un monomorfismo y un
epimorfismo.

Ejemplo 5.1. Si m e Z y m ^ O, la aplicación /(fl) = ma es un homomori
fismo de (Z, +) en (Z, +), esdecir, de (Z, +) en sí mismo. Evidentemente, /
es un monomorfismo. De hecho, / puede considerarse como un isomorfismo
de (Z, +) sobre (mZ, +), el cual es un subgrupo de (Z, -H).

Ejemplo 5.2. Si (R*, •), donde R* = R \ {0}, es el grupo multiplicativo
de los números reales no nulos, f{x) = |a:| es un homomorfismo de (R*, •) en
(RÜJ-, •),elgrupo multiplicativo de los números reales estrictamente positivos.
También g{x) = logre es un homomorfismo de (K+i') en (R,+), y h{x) =
log |x|, uno de (R*, •) en (R, +). Es fácil ver que g es un isomorfismo y que
f y h son epimorfismos pero no isomorfismos. Nótese que = e® es
también un isomorfismo de (R,+) sobre (K+i*)-

Ejemplo 5.3. Sea {T, •) el grupo multiphcativo de los números complejos
T dado por f{x) = es unz tales que o{z) = 1. Entonces /

epimorfismo de (R, +) sobre (T, •). Claramente, / no es un isomorfismo.
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Ejemplo 5.4. La aplicación / ; C ^ dada por f{z) = \z\ es un
epimorfismo de (C*, •), el grupo multiplicativo de los números complejos no
nulos, sobre (R+, •). Asu vez, la aplicación g{z) = de (C. +) en (C*, •)
es un epimorfismo. Ni / ni p son isomorfismos.

Ejemplo 5.5. Si K = Q, R, C, la aplicación / : GLn{K) —> K* = /<" \ {0}
dada por f{A) =Det(A) es un epimorfismo de {GLn{K)^ •) sobre (/<"*, •).

Ejemplo 5.6. Si H es un subgrupo normal de (G, •), ip : G ^ G/H dada
por ip{a) = aH es un epimorfismo de (G, •) sobre (G/ií, •), el cual es un
isomorfismo si y sólo si H = {e}. Se dice que (p es el epimorfismo canónico
de G sobre G/H.

Teorema 5.1. Si f es un homomorfismo de (G, •) en (G', ) y e es el
elemento neutro de G, /(e) es el elemento neutro e' de G' y f{a~^) =
(/(a))~^ para todo gGG.

Demostración. Como /(a) = f{ae) = /(a)/(e), es claro que /(e) = e'.
Como entonces e' = /(e) = /(aa~^) = f{a)f {a~^), también / (a~^) =
(/(a))-'. •

Nota 5.1. Como se verifica fácilmente, si f : G G' y g : G' G"
son homomorfismos, gof también lo es (pues g{f{ab)) = 9 =
9 (/(a)) g{f{b))) = gof{a)gof(by, y si f : G G' es un isomorfismo, es
un isomorfismo (obsérvese que f (/~^(a')/~^(^')) = / (/~^(o')) /
= a'ff, de lo cual f~^ (o') f~^{b') = f~^ {a'b'), cualesquiera que sean a', 6' e
G).

Nota 5.2 (Importante). Si G y G' son grupos y H es un subgrupo normal
de G, para definir una aplicación / de G/ií en G' no es suficiente en general
asignar un elemento a* a cada elemento a G G y luego tomar f(aH) = a*,
pues puede suceder que aH = bH con a ^ b y que a* ^ b*. Para que /
quede bien definida es necesario asegurarse de que a* = 6* si € ií.
Así, si p : G G' es una aplicación, para que f : G/H —+ G' dada por
f{aH) = g{a) quede bien definida es necesario y suficiente que p(a) = g(b)
si b~^a € H (véanse los ejercicios 5.11 y 5.12).

Si (G, •) y (G', •) son grupos y / : G —» G' es un isomorfismo de G sobre
G', en cuyo caso se dice que (G, •) y (G', •) son isomorfos, (G, •) y (G', •) son
esencialmente el mismo grupo (se dice usualmente que, salvo por diferencias
de notación, son el mismo grupo: x y f{x) se consideran entonces, salvo por
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la forma como se denotan, iguales). Dicho de otra manera, desde el punto de
vista de sus propiedades como grupos, y no teniendo en cuenta su origen, ni
la manera como se escriban, es imposible distinguir entre grupos isomorfos.
Así, (R+.-) y (R.+) son iguales si se identifican x y logx (o, x y e^), pero
(Q)+) y (1^1 +) son muy diferentes (capítulo 1, sección 1.11). Si G y G' son
isomorfos, es usual escribir G «s G'. Nótese que G « G (pues la identidad de
G es un isomorfismo de G sobre sí mismo). Es claro además que si G « G'
entonces G' ^ G y que si G ~ G' y G' w G" entonces G ^ G". Esto resulta
de observai- que si / es un isomorfismo también f~^ lo es, y que si / y p son
isomorfismos y g o f está definida, p o / es un isomorfismo.

Es claro, por ejemplo, que dos grupos de orden n, con n = 1,2,3, son
necesariamente isomorfos (téngase en cuenta que psira cada uno de estos
órdenes solo una tabla de multiplicación es posible). Es también fácil veri
ficar que los grupos de orden 4 cuyas tablas de multiplicación son A^, A2 o
A3 (capítulo 2) son isomorfos (e —» e, a —> c, 6 —» 6, c ^ a es un isomorfismo
de Ai2 sobre Ao; e —* e, a b, b a, c —* c, uno de A12 sobre A3 ). En
cuanto a An, un grupo con esta tabla no puede ser isomorfo a ninguno de
los otros tres. Como dos grupos isomorfos a un tercero son isomorfos entre
si, todo grupo de orden 4 es isomorfo sea a uno cuya tabla es An o a uno
cuya tabla es A12, lo cual se expresa diciendo que sólo existen esencialmente
dos grupos de orden 4.

Ejemplo 5.7. Todo grupo cíclico infinito (G, •) es isomorfo a (Z,+). En
efecto, G =[a] donde [a]= {a" : n € Z} para algún a e G, y / : Z —> G dada
por f{n) = a" para todo n € Z es un isomorfismo.

Nota 5.3. Dos grupos isomorfos tienen necesariamente el mismo orden.
Dos grupos de un mismo orden primo son necesariamente isomorfos. Es
decir, para cada número primo p existe esencialmente un único grupo de
orden p : el grupo cíclico (Zp, +). Para un orden finito no primo n, esto no
es siempre cierto (tal es el caso de n = 4). Sin embargo, es claro que dos
grupos cíclicos de orden n son isomorfos.

Nota 5.4 (Importante). Los grupos hicieron su aparición en matemáticas
esencialmente como grupos de transformaciones (permutaciones): conjun
tos de aplicaciones biyectivas de un conjunto X en sí mismo con la ley de
composición de funciones como operación, con la identidad / de X como
elemento neutro, y con la aplicación inversaT~^ como inversa de T. Como
es claro, un conjunto Q de transformaciones de X en sí mismo tal que I E G,
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que S oT e G si S, T e G, y que S~^ G G cuando S € Gj es, en efecto,
un grupo para la ley de composición de funciones como ley de grupo. De
hecho, todo grupo G es en esencia un grupo de transformaciones. En efecto,
si para cada a 6 G, To : G es la aplicación Ta(x) — ax, es claro que
Ta es biyectiva, y, como I = Te, T^^ = T^-i y Tq o = Tab, el conjunto
G = {Ta : a e G} de tales transformaciones es un grupo en el sentido an
terior. Como la aplicax;ión T : G —* G dada por T(a) = Ta es obviamente
biyectiva (si Ta = Tj entonces a = b) y además T{ab) = Tab = Ta o T¿,
= T(a) oT(6), T es un isomorfismo. El hecho de que todo grupo G pueda
realizarse, o representarse, como un grupo de transformaciones, es decir,
que sea isomorfo a un tal grupo, se conoce como el teorema de Gayley. La
identificación exph'cita de G con una representación G como subgrupo de
(S^o(í?), •) no es, sin embargo, una tajea fácil. Este problema será conside
rado, en eilgún detalle, en el capítulo 11.

La noción de isomorfía permite, en cierta forma, reducir el número de
grupos por consideraj, al menos dentro de una clase dada de grupos. Así,
de todos los grupos cíclicos infinitos, basta consideraj a (Z, -t-), y como pro
totipo de los grupos cíclicos de orden n puede tomarse (T„, •), el grupo de
las raíces n—ésimas de la unidad, o, más naturalmente, el grupo de las
clases izquierdas de Z para nZ:

,= {o, 1,2, ...,n - l) , a = a -b nZ.

Recordamos ahora que sif:X—*Y,AQXyBQY, entonces

m = {f{x) : Xe A} , f-\B) = {xeX: f{x) € B}.

Por lo tanto, y € f{A) siy sólo siexiste x GAtal quey = /(x) y x Gf~^{B)
si y sólo si /(x) GB.

Teorema 5.2. Sean (G, •) y (G',-) grupos, f : G G' un homomorfismo,
H un subgrupo de G y H' un subgrupo de G'. Entonces:

1. / (íf) es un subgrupo de G'.

2. f~^ (H') es un subgrupo de G.

3. Si H' es un subgrupo normal de G', entonces f ^(iT) es un subgrupo
normal de G.

... 1
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Demostración. (1) Como /(e) = e', donde e' es el elemento neutro de G',
es claro que f{H) # 0. Sean a', b' G f{H) y a, b € H tales que /(a) = a',
f(b) = b'. Como a'(6')~^ = f{a)f{b)~^ = f{a)f{b~^) = f{ab~^), entonces
a' {b')~^ Gf{H), y f{H) es así un subgrupo de G'.

(2) Como /(e) = e' G íT (pues ií' es un subgrupo de G'), es claro que
e G así que ^ 0. Ahora, si a, 6 G entonces /(a),
/(6) G H', de lo cual /(a) (/(fe))"^ = /(a)/(6-i) = /(oft-i) GH', así que
afe-i G

(3) Para ver que esnormal siH' lo es, sean x GGy h Gf~^{H'),
de modo que f{h) GH'. Como H'es normal, / (xhx~^) = f{x)f{h)f{x~^) =
/(x)/(h)/(x)~^ G H', de lo cual xhx~^ G Entonces, es
normal. •

Nota 5.5. Por el contrario, puede suceder que H sea normal en G sin
que f{B[) sea normal en G'. Por ejemplo, H = SLn(K) es un subgrupo
normal de G = GLn{R) (ejercicio 4.4). Sean G' = GLn{€) y f ' G G'
la aplicación /(x) = x, la cual es obviamente un homomorfismo. Como se
deduce del mismo ejercicio 4.4, f{H) = ií no es un subgrupo normal de G.
El teorema 5.3, abajo, da una condición sobre / bajo lacual /(ií) es normal
si H lo es.

El siguiente corolajio del anterior teorema resulta de observar que (e'}
es un subgrupo normal de G'.

Corolario 5.1. Si f : G G' es un homomorfismo, f ^({«'})
subgrupo normal de G.

Elsubgrupo f~^ ({e'}) (el cual se escribe a veces en laforma más simple
/•~^(e'))es pajticularmente importante, como podremos comprobarlo. Se
denomina el núcleo de / y se denota con ker(/) o, simplemente, con ker /;

ker / := / ^({e'}) .

Teorema 5.3. Si f •. G G' es un epimorfismo y H es un subgrupo
normal de G, f{H) es un subgrupo normal de G'.

Demostración. Sean a' E G y h' e f{H). Dado que /(G) = G', eristen
(a) = o' y f(h) = h!, así que a'h' (a')~^ =a € G y h E H tales que f{a) = o' y f{h)

f{a)fih) (/(a))"^ = /(a)/(/i)/(a-^) = /(a/ia"^). Pero entonces, como
aha~^ G H, también a'h'{a')~^ = f{ahá~^) G/(ií)- D



Teorema 5 4. Si f : G
si y sólo si ker/ = {e}.
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G' es un homomorfismo, f es un monomorfismo

Demostración. Si ker/ = {e} y /(a) = /(6) entonces f{ó)~^f{a) =
/(&~^)/(a) = f{b~^a) = e', así que b'^a € ker/, o sea, = e, de lo
cual a = b. Entonces / es inyectiva. Recíprocamente, si / cís inyectiva y
a eker/ entonces /(a) = e' = /(e), así que a = e. Entonces, ker/ = {e}.
•

Nota 5.6. Ligados a los grupos (Zp, +) existen otros grupos abelianos
que no dejan de tener su importancia en diversas circunstancias (véase, por
ejemplo, el capítulo 11). En verdad son, junto con otros sisteincu» relaciona
dos, de gran importancia en la llamada teoría de los números. Estos son
los grupos multiplicativos (Z*, •), donde Z* = Z \ (0} donde /; > 2 es un
número primo. De hecho, aún si p > 2 no es primo, podemos definir en Zp
una ley de composición por

(a -f- pZ) (6 -f- pZ) = ab + pZ,

o, en forma más concisa, por

ab = ab, donde a = a + pZ, b = b + pZ

Tal ley está en efecto bien definida, pues s\a —a'yb=b' entonces

ab —a'í/ = ab —ab' + ab' —a'b' = a{b —b') + {a —a') b' —O,

ya que p | a{b - b') y p \ {a - a')b', de lo cual ab = a'b'. Es además fácil
comprobar" que tal ley es asociativa, conmutativa y tiene a 1 como elemento
neutro. Puede suceder, sin embargo, que esta ley no sea clausurativa en
Zp. De hecho, lo es si y sólo si p es primo. En efecto, si p no es primo
y_a, 6€Z, l<a<p, l<fe<p, son tales que ab = p, obviamente
ab = O, pero a ^ O, 6 ^ 0. Recíprocamente, si p es primo y ab = O, así que
p I ab, necesariamente p 1a o p | 6, de lo cual ñ —O o 6 = 0. Es fácil
ver ahora (ejercicio 5.7) que si p es primo (y sólo en ta! caso), (Z*, •) es un
grupo abeliano. Es posible demostrar además que (Z*, •) y (Zp_i, -h) son
isomorfos (ejercicio 6.16).

Nota 5.7. Como es obvio, si p > 2 es un entero, la ley de composición
(5.5), o, lo que es lo mismo, la (5.6), tiene en Zp la propiedad adicional

ñ (5 -h c) =ab + ac.
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Esto permite concluir que cuando p > 2 es un primo, el sistema (Zp, -I-, •)
tiene, salvo por el hecho de que Zp ^ C, todas las propiedades de un campo
numérico (capítulo 1, sección 1.9). Esto permite definir, tal como en sec
ción 1.10 del mismo capítulo, el sistema Zp[a;] de los pohnomios en x con
coeficientes en Zp y, tal como allí, se verifica, para este sistema, la validez
de los teoremas 1.26 y 1.27 y de los corolarios 1.7 y 1.8. Esto implica que
para todo n > 1 en Z, la ecuación x" = 1 tiene a lo sumo n soluciones en
Zp. Este hecho será importante en el capítulo 11.

Nota 5.8. Sio,í)6Zy6 —a€ pZ (o sea, si p | 5—o), es corriente escribir

a = 6(modp)

y decir que a es congruente con b módulo p. Es obvio que la relación
Rp = (Z,Gp,Z), donde Gp = {(a,6) : a e Z,b e Z y a = 6(modp)} es
una relación de equivalencia en Z (ejercicio 1.9) y que Z/Rp =Zp.

EJERCICIOS

5.1 Verifique que si f : G G' y g •• G' —* G" son isomorfismos, también
.9 ° / lo es, y concluya que, en una clase dada de grupos, la relación
de isomorfía G ^ G' si G y G' son isomorfos tiene las tres propiedades
siguientes:

2. Si G = G' entonces G' «s G.

3. Si G' y G' s» G" entonces G « G".

Es, por lo tanto, una relación de equivalencia (ejercicio 1.9).

5.2 Sean (G, •) un grupo, H un subgrupo de G, ^o{G¡H) el grupo de
todas leis aplicaciones biyectivas de G/H en sí mismo.

a) Demuestre que si para cada o 6 G, Ta • G/H —• G/íf es la
aplicación Ta{bH) = abH, b&G, entonces Tq está bien definida
y Ra ^ ^oiG/H) (es decir, abH = ab'H si y sólo si bH= b'H).

b) Verifique que Tg = / es la identidad de G/H, que Ta o T¿, = Tab
cualesquiera que sean o,6 G G, y que para todo
a 6 G.
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Sea T ; G —* ^o{G/H) la aplicación T(a) = Tq, a € G. De
muestre que T es un homomorfismo (así que T{ab) = T{a)oT{b))
y que kerT C H. Más precisamente, demuestre que kerT =
f]^^QaHa y que H es normal en G si y sólo si kerT = H.

5.3 Sea (G, •) un grupo. Demuestre que peura todo a 6 G, la aplicación
Sa : G —y G, dada por ¿a(a:) = arca"^, es un isomorfismo de G sobre
si mismo, que es la aplicación idéntica de G, que Y
¿a ° ¿6 = ¿o6- Demuestre además que un subgrupo H de G es normal
si y sólo si H = riagc 5a (H) = OaeG

5.4 Sean (G, •) y 5a, para a E G, como en el ejercicio 5.3. Sea ÍJo(G) el
grupo de las aplicaciones biyectivas de G en sí mismo. Sea
5 : G —• 5o(G) definida por <5(a) = 5a- Demuestre que 5 es un
homomorfismo de G en 5o(G) y que kerá = Z{G), el centro de G
(ejercicio 4.7).

5.5 Sean (G, •) im grupo, n € Z, G" = {o"|a € G}, Gn = {a € G|a" = e}.
Demuestre que si /n(x) = x" es un homomorfismo de G en sí mismo
entonces G^ y G„ son subgrupos de G. De hecho, G" = fniG), Gn =
kerfn- Demuestre además que:

a) Si G es abeliano, es un homomorfismo de G en sí mismo para
todo n 6 Z.

5) Si /2 es im homomorfismo de G en sí mismo, G es abeliano. Lo
mismo es cierto si /_i lo es.

Si fm es un homomorfismo de G en sí mismo para m = n, n -t-
1,n -I- 2, donde n EX está fijo, entonces G es abeliano.

Si /a y /s son homomorfismos de G en sí mismo, G es abeliano.

5.6 Sea K = Q,R,C, y considere en K la operación a * b = a + b +
ab (llamada la "adiplicación"). Demuestre que (*) es clausurativa,
asociativa, admite un elemento neutro. O, pero no es invertiva con
respecto a 0. Demuestre, sin embargo, que {K^, *), = K ^ {—1})
es un grupo, y que / : K* —> ÜT® dada por /(x) = x —1 es un
isomorfismo de (ÜT*, •) sobre (ÜT®, *). {Indicación. Observe que a*6 =
(a + 1)(& "h 1) —1.)

5.7 Sean p un número primo y
composición (a +pX){b +

ip

= ab d"

Demuestre que la ley de
, o sea, ab = ab, donde a =

.i
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a -f pZ, tiene las propiedades cancelativas tanto a izquierda como a
derecha en Z* = Zp \ {Ü}, y concluya que (Z*, •) es un grupo abeliano
cuyo elemento neutro es 1. {Indicación. Véase el teorema 2.11.)

5.8 Demuestre que cuando p es primo, la ley de composición (•) en Z*
(ejercicio 5.7) satisface

ab = r{ah,p),

donde r{ab,p) es el resto de dividir ab por p. Demuestre además que

(a)''-^=^ = T

para todo a € Z tal que a ^ 0,y concluya que aP~^ es, para todo a E Z
tal que a O, el inverso de a en (Z*, •). {Nota. La relación aP~^ = 1,
válida para todo a EX con o 7^ O, se puede expresar diciendo (véase
la nota 5.8) que si a no es divisible por p entonces aF~^ = l(modp), lo
cual se conoce como el Pequeño teorema de Fermat). Como es claro
entonces, aP = a (modp), aún si p | o.

5.9 Para cada m EX, sea Z^ := Z/mZ. Demuestre que (Zj^, Oi ^nde (•)
está dada por (a -h mX){b -f mZ) = ab -H mZ, o sea, por ab = ab, es un
grupo si y sólo si m es un número primo.

5.10 Sean p un primo y a G N tal que p no divide a a y p no divide a
(a*" —1) para m = 1,2,3,...,p —2. Tal es el caso, por ejemplo, dep = 5
y a = 2. Demuestre que entonces f{n) = o" es im epimorfismo ^

, -f") sobre (Z*, •) teil que ker/ = (p— 1)Z. En particular, /(w) —2
es un epimorfismo de (Z,4-) sobre (Z5, •) tal que ker / = 4Z

5.11 Sean

g:G
G = S3 él grupo simétrico de tres objetos (ejercicio 2.12),
—*• G la aplicación g{x) = x, x E G, H = {e,d,f}. Demuestre

que H es un subgrupo normal de G y que aH = bH. Concluya que no
es posible definir una aplicación g : G/H —> G tal que g{xH) = g{x)
para todo x G G.

5.12 Sean n > 2y IHI elsubgrupo deGLn(®) óelas matrices Acon Det(A) >
0. Demuestre que El es un subgrupo normal de GLn{l^) Y Que si
/ : GLn(lK) —^ K* es la aplicación f{A) =Det(.í4)j_no es posible
definir una aplicación / : GI/„(R)/IK —> R* tal que /(iúH) = f{A)
para todo A E_GLn{M.). ¿Esestoposible si El = 5Ln(K)? Si loes, ¿es
la aplicación / resultante un homomorfismo? ¿Es un isomorfismo?



Capítulo 6

Los teoremas de isomorfía

Sean f : G —> C un homomorfismo y fí un subgrupo normal de G. Sea
V:G —> G/H é\. epimorfismo canónico ¥?(a) = cH. No siemípre es posible
determineir una aplicación / =G/H —> G' por f{aH) = /(o) para todo
a € G, pues puede suceder que aH = bH y que /(a) ^ f{b) (ejercicios 5.11
y 5.12), con lo cual / no quedaría bien definida. Para que tal definición de
f sea posible es necesario que si aH = bH, o sea, si b~^a € H, entonces
b~^a € ker(/), o sea, / {b)~^ f (a) = / = e', pues esto último implica
que f{a) = /(fe). Pero, para que todo esto se dé, basta evidentemente que
H C ker(/). En tal situación se tiene además que / es automáticamente
un homomorfismo, pues f {(aH){bH)) = f {{nb)H) = /(ofe) = /(®)/(^)
~f{aH)J{bH).

Supongamos recíprocamente que existe un homomorfisnm
7 : gIH_—. G' tal que J{aH) = f{a) para todo a € G. Si x € íí
entonces f{xH) = f{eH) = /(e) = e', lo cual implica que / (x) —e, o
sea, que x € ker(/). Entonces, H C ker(/). Es decir, / existe si y sólo si
H C ker(/).

látese finalmente que fiflH) =f{<íp{a)) =f ° tanto, decir
que l{aH)_ = /(a), sea, que / oip{a) = /(o), para todo a e G, equivale a
decir que f o = f. Hemos demostrado por lo tanto el siguiente teorema.

Teorema 6.1. Sean G y G' grupos, f :G —* G' un homomorfismo, H un
subgrupo normal de G, G/H el grupo cociente de Gpor H, y^ : G *G/H
el epimorfismo canónico. Para que exista un homomorfismo f : G/H >G
tal que f o (p = f, o sea, tal que el diagrama
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G/H

(6.1)

sea conmutativo, es necesario y suficiente que H C ker(/).

_ Supóngase ya que H C ker/, así que / existe. Si H = ker(/) entonces
/ es un monomorfismo, pues si f{aH) = f{hH) entonces /(a) = /(6), o sea
b~^a e ker(/), de lo cual b~^a € H, y así aH = bH. Recíprocamente, si
/ es un monomorfismo y a G ker(/) entonces f{aH) = f{a) = e', o sea,
f{aH) = f{eH), asíqueaH = eH = H (pues / es inyectiva). Esto implica
que a e H, es decirque ker(/) C H, de lo cual ker(/) = H (pues ya sabemos
que H C ker(/)). Se tiene entonces el siguiente teorema.

Teorema 6.2. {Primer teorema de isomorfia)). Si f : G —> G' es un
epirrwrfismo y K = ker(/), existe un isomorfismo f de G/K sobre G'tal
que f{aK) = /(o) para todo a € G.

Si (p : G —* G/K es el epimorfismo canónico, se tiene entonces el
diagrama conmutativo

G/K

(6.2)

en el cual / es un isomorfismo de G/K sobre G'. Si f no es sobreyectivo,
/ es aun un isomorfismo de G/K sobre f{G).

El primer teorema de isomorfia se expresa usualmente diciendo que un
grupo G' es la imagen homomorfa de otro, G, si y sólo si G' es un grupo
cociente de G.

Ejemplo 6.1. Si (R*, •) es el grupo multiplicativo de los números reales no
nulos y (k;,-) el de los números reales estrictamente positivos, K = {—1, 1}

I
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es un subgrupo (normal) de R* y R*/K w R^j.. En efecto, / (x) = |x| es un
epimorfismo de R* sobre R1 (pues /(|x|) = |x|) y ker(/) = K —{-1, 1}.
Esto expresa, de otra manera, el hecho de que todo número real x se escribe
en la forma x = ±|x|. También f{z) = ¡z\ es un epimorfismo de (C*,-)
sobre (R^, •) y, como ker(/) = T = {z GC : |z| = 1}, entonces C*/T « R!¡.,
que es otra manera de decir que todo número complejo z se escribe en
la forma z = rw donde r>OytüGr. A su vez, /(x) = e '̂"®es un
epimorfismo de (R, +) sobre (T, •), y como K = ker(/) = {x G R : =
1} = Z,entonces R/Z « T. Como además /(z) = e '̂̂ '̂ es im epimorfismo
de (C, +) sobre (C*, •) (nótese al respecto que si z GC* y z = |z|e*®, 9 G
R,entonces /(^) = z, donde ^ = ^{log \z\+i9), y como ker(/) = Z,entonces

« C*. Obsérvese finalmente que /(x) = e~®, donde n > O es un
entero, es un epimorfismo de (Z,+) sobre (Tn,-)i el grupo de las raíces
n-ésimas de la unidad, y que ker(/) = nZ, así que Z/nZ —* Tn es un
isomorfismo, como es natural.

Ejemplo 6.2. Sea K = Q,R,C. Como f{A) =Det(A)es un epimorfismo
de {GLn{K),-) sobre (fsT*,-) y ker(/) = SLn{K) (ejemplo 4.1), entonces
GLn{K)/SLn{K) R3 K*. Dela misma manera severifica queparaíí = Q) K)
GLr,{K)/\SLr,\{K) at; = í!r+ V. {0}.

Ejemplo 6.3. .Si ií es un subgrupo normal de G y ip • G —> G/H es el
epimorfismo canónico entonces ker ^ = íí, y si ^ es el isomorfismo de G/H
en G/H tal que lpo(p = esdecir, que hace conmutativo el diagrama

G/H

G/H

entonces es la identidad de G/H.

El siguiente corolario del teorema 6.1 es frecuentemente útil.

(6.3)

Corolamio 6.1 {Segundo teorema de isomorfia). Sean f : G —* G' un
epimorfismo, K = ker(/), H' un subgrupo de G' y H = f~^{H'). Entonces
K es un subgrupo normal de H y H/K es H'.
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Demostración. Si f : H —> H', es la aplicación f'{x) = f {x), f está bien
definida, pues si x € f~^{H') entonces / (x) € H\ y es obviamente un
homomorfismo. Es también im epimorfismo, pues como / lo es, dado y € ií',
existe X € G tal que y = f (x) , y es claro entonces que x € = H,
así que /'(x) = y. Es claro además que ker(/') C ker(/). Por otra parte,
si X G ker(/), entonces x G pues f~^{e'}) C /"^(//'), y como
entonces /'(x) = /(x) = e', también x G ker(/'), así que ker(/') = ker(/).
Entonces H/kerif) « f'{H) = H'. •

Nota 6.1. Se deduce que si f : G —• G' es un epimorfismo, existe una
correspondencia biyectiva entre los subgrupos de G' y los subgrupos de G
que contienen a. K = ker /. Esta correspondencia asocia al subgrupo H' de
G' el subgrupo H = de G. Tal correspondencia asigna a subgrupos
normales de G', subgrupos normales de G que contienen a K. Nótese además
que f~'^{H')/K w H', como resulta del corolario 6.1.

Cuando se aplica al epimorfismo canónico tp-.G —> G/N, donde N es
normal en G, tal correspondencia asigna al subgrupo M de G/N el subgrupo
M = de G, el cual contiene a iV, y el cual es normal en G si M es
normal en G/N. Además, M/N ~ M. Todo esto resulta de observar que
N = ker (p. Los resultados discutidos en esta nota se conocen a veces como
el teorema de correspondencia.

Nota 6.2. Si / : G —> G' es un epimorfismo con K = ker/, H es un
subgrupo dé Q y H' = f {H), entonces H C f~^ {H') (ejercicio 1.6), pero,
en general, H ^ /~^ {H'). De hecho, H = {H') si y sólo si K C H. En
efecto, si AT C íf y XG {H') entonces / (x) GH\ así que / (x) = /"^ (y)
paraalgún y E H; esto implica que / {y~^x) = e', o sea, quey~^x GK, de lo
cual y~^x E H,y entonces x GyH = H. Esto demuestra que {H') C H,
lo cual asegura que H = {H'). Por otra parte, como K = (I®'}) Q

es claro que K C H si H = Si K ^ H de todas
maneras KH es un subgrupo de G que contiene a AT y obviamente KH C

(pues H,K C f~^ {H')). Como además se verifica obviamente que
f{KH) = / {H) = H', lo dicho anteriormente asegura que KH = f~^{H').
Es decir, si K^H, /-i(/ {H)) # H, pero /"H/ (H)) = KH. Nótese que
entonces KH/H ss f {H) = H\ Evidentemente KH = H si y sólo si A!" C
H. Cuando lo observado arriba se aplica al epimorfismo (p : G —> G/N, se
concluye que si íT es tm subgrupo de G y H' = <p(H), entonces (p~^{H') =
NH = H y NH/N « H\ con <p-^{H') = H si y sólo si N C H.

Como una aplicación del anterior corolario tenemos el siguiente teorema.
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que, como el de Cauchy, es también un recíproco paxcied del teorema de
Lagrange.

Teorema 6.3. Si p es un primo y G es un grupo abeliano de orden mp^
donde n > Q y p \ m, G tiene, para cada O< k <n un subgrupo de orden
p"-

Demostración. El grupo G tiene un elementoa de ordenp (teorema4.3) y [a]
es un subgrupo normal de G de orden p. Sea G' = G/ [o]. Entonces G' tiene
orden mp"~^y, por inducción, podemos suponer quepara cadaO< fe < n—1,
G' tiene un subgrupo W de orden Sean ip:G —> G/ [o] el epimorfismo
canónico y H = (p~^{H'). Como H/kertp ks H' y kerv? = [o], entonces
H tiene orden y es un subgrupo de G. Esto demuestra que G tiene
subgrupos de orden p^ para todo O< k < n. •

El anterior teorema se conoce como el primer teorema de Sylow para los
grupos abelianos. Puede enunciarse también diciendo que si G es un grupo
abeliano finito, p es un primo y p^, n> O, es la máxima potencia de p que
divide a o(G), entonces G tiene subgrupos de orden p^ para todo O< A: <
n, o, aún, diciendo que G tiene subgrupos de orden p^ para todo k > Otal
que p'̂ I o(G). Posteriormente demostraremos que el teorema 6.3 es aún
cierto si G no es abeliano.

Teorema 6.4. {Tercer teorema de isomorfía)). Sean G un grupo, M y
N subgrupos de G. Supóngase que N es un subgrupo normal de G- Entonces
MN es un subgrupo de G y N es normal en MN. Además M r\N es un
subgrupo normal de M y

MN/N « M/M n N. (6.4)

Se deduce que si M y N son finitos entonces MN es finito y o{MN) —
(o{M)o{N)) /o (MDN).

Demostración. Ya sabemos (teorema 4.4) que MN, es un subgrupo de G
y que N, es mr subgrupo normal de MN. Sea tp:M —> MN/N, dada por
ip{a) — aN. Es claro que (p es un homomorfismo. De hecho, (p es un
epimorfismo, pues una clase lateral izquierda de N en MN, es de la forma
{ab)N donde aeMybeN y, como b E N, entonces {ab)N = a{bN) =
aN = (p{a). Veamos, finalmente, que ker(p) = MnAT. Si a G ker(<p), o sea,
si (p(a) = aN = N, donde a E M, entonces a E N, así que a E MDN. Recí
procamente, si a G M n JV entonces aN = N, asíque (p(a) = N, y entonces
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a € kerCv). Esto demuestra la última afirmación, y completa (en virtud,
del teorema 6.2) la demostración del teorema. •

Nota 6.3. Si el grupo G es un grupo abeliano aditivo, es corriente escribir
M + N en lugax de MN, y el teorema anterior toma la forma

M/M nNf»{M + N) /N. (6.5)

Como corolarios del anterior teorema tenemos;

Coroleu-io 6.2. Si M, N son subgrupos finitos de un grupo G, MC\N = {e}
y N es normal en G, entonces MN es un subgrupo finito de G y o {MN) =
o{M)o{N).

Coroleurio 6.3. Si M y N son subgrupos finitos de un grupo G, N es
normal en G y mcd(o(M),o (AT)) = 1, entonces MN es un subgrupo de G
y o{MN) = o{M)o {N).

Demostración. Como o{M Pi N) divide a o(M) y a o(AT), necesariamente
o(Ai n AT) = 1 (o sea, Ai n AT = {e}), así que o(MN) = o (Ai)o (Ai). •

Corolario 6.4. Si (G, •) es un grupo abeliano finito, para cada divisor
de o(G) existe un subgrupo M, de G con o(Ai) —m.

m

Demostración. Supóngase que o(G) = p^^ *•"p]"' >donde los pi, i —1,2,..., l,
son primos distintos, y supóngase que m = •••pf', donde O< fci < mi,
i = 1,2,...,!. Para cada i = 1,2, ...,í, existe un subgrupo Mi de G con
{Mi) = (teorema 6.3). Como mcd(o(Aii)o (AÍ2)) = 1) M1M2 es un
subgrupo de Gde orden pJ^Pa^. Como a su vez, mcd(o {M1M2), o(AÍ3)) =
1, también M1M2M3 es un subgrupo de G con o{M\M2Mz) = pí'Pa^Pa'-
Continuando de esta manera sellega a que M = AfiAia •••Ai; esun subgrupo
de G con o(Ai) = m. •

Corolario 6.5. Si G es un grupo abeliano finito con o(G) = •••pj"',
donde los pi, i = 1,2,...,/, son primos distintos, 3/ m, > O, entonces G =
M1M2 •••Mi, donde Mi es un subgrupo de G cono (Mi)=p"'*, i = 1,2,..., l.

Relacionado con el corolario anterior, tenemos el siguiente.

Corolario 6.6. Si G es un grupo abeliano con o(G) = pi • • •pt, donde
pi,...,Pl son primos distintos, entonces G = M\M2---Mi, donde el subgrupo

i
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Mi, de orden pi, es cíclico pam todo i = 1,2,...,/. Además, G mismo es
cíclico.

Demostración. Si Ai, es un subgrupo de G de orden p,, i = 1,2,..., l, Mi
es cíclico (teorema 3.10), digamos, M, = [oj], 0(04) = pi. Pero entonces,
a = a\a2...ai tiene orden p\ • • -pi. En efecto, si no, deberá existir 1 < i < /
taJ que p, f o (a), y si m = o{G)/pi entonces 0(0) | m, así que e = a"^ =

^ .ap = (ya que o (oj) = pj divide a m si j i), lo cual es absurdoaTa""

(pues Pi no divide a m). •

Si G es un grupo abeliano finito, p es un primo y ü es un subgrupo de
G de orden p", n > O, se dice que H es un p—subgrupo de G. Si p" es la
máxima potencia de p que divide o(G) (en cuyo caso o(G) = mp", p\m),
se dice entonces que íí es un p—subgrupo de Sylow de G. Los subgrupos
Mi de G en el coroleurio 6.4 anterior son pi—subgrupos de G, y aquellos en
el corolario 6.5 son p,—subgrupos de Sylow. Los resultados siguientes son
consecuenciade los anteriores.

Corolario 6.7. Si (G, •) es un grupo abeliano finito, p es un primo, P es
un p—subgrupo de Sylow de G y a Ei G es tal que o{a) es una potencia de
p, entonces a € P.

Demostración. Podemos suponer que o (G) es como en el corolario 6.5, que
P = Pi y que P = M\. Como G = M\ •••Mi, existirán Xi E Mi, i = 1, l,
tales que a = xi ••• de lo cual = x, x = X2---xi. Pero evidentemente
mcd(o {x),p) = 1, y como o(a;]["^a) deberá ser ima potencia de p, sólo queda
que o (xf^a) = 1, de lo cual xf= e, y así, a = xi € R. •

Corolario 6.8. Sean (G, •) un grupo abeliano finito, p un primo, P un p—
subgrupo de Sylow de G, H un p—subgrupo de G. Entonces H Q P, y P
es el único p—subgrupo de Sylow de G.

Demostración. Sia 6 fí, o(a) es unapotencia dep, así que aE P. Entonces
H Q P, y es claro que si AT es también un p—subgrupo de Sylow de G,
necesariamente H = P. •

El teorema 6.3 así como los corolarios 6.7 y 6.8 son casos especiales de
los teoremas de Sylow que se consideran en el capítulo 10.

Definición 6.1. Sean Mi,...,Mí subgrupos normales de un grupo G, tales
que G=Mi •••Mi. Para cada 1 < ¿ < /, sea Mi el producto de los subgrupos
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Mj para j ^ i. Si
MiHMi^ {e}, i = 1,2,..., l, (6.6)

se dice que G es el producto directo interno de los subgrupos Mi y que cada
Mi es un factor directo interno de G.

Como Mj Q Mi si i ^ j, se deduce que si G es el producto directo interno
de sus subgrupos Mii= 1,2, ...,l, entonces

Mi n Mj = {e}, i j-. (6.7)

pero esta última condición no garantiza, como veremos en el capítulo 7, que
(6.6) sea válida (ejercicio 7.8. Véase también el ejercicio 8.19).

Es claro, por ejemplo, que G en los corolarios 6.5 y 6.6 es el productojii-
recto interno de lossubgrupos Mj, pues evidentemente mcd(o (Mj), o (Mj))
= 1 si i ^ j. Este hecho es particularmente interesante en el caso del
corolario 6.6, pues los subgrupos Mi son cí clicos. Como veremos posterior
mente, todo grupo abeliano finito es el producto directo interno de subgrupos
cíclicos. Esto, si obvio cuando o(G) = pi • • •Pi, donde los pi son primos
distintos, está lejos de ser evidente si o (G) incluye potencias superiores de
uno o más primos, y se conoce como el teorema estructural de los grupos
abelianos finitos (véase el capítulo 7).

El teorema 6.5 siguiente es útil dentro del contexto de los productos
directos internos. Necesitaremos en su demostración el siguiente lema.

Lema 6.1. Si M y N son subgrupos normales de ungrupo (G, •) y Mr\N =
{e}, entonces ab = ba cualesquiera que sean a GM y b&N.

Demostración. Si a E M y b E N, también a~^ E M y b~^ E N, y de
(a6) (6a)~^ = a{ba~^b~^) = (abá~^) b~^ y de la normalidad de M y Ai se
deduce que {ab) (6a)~^ GM n Ai. Entonces (ab) (ba)~^ = e,.y así ab = ba.
•

Nota 6.4. Si un subgrupo M de G es el producto directo interno de los
subgruposnormales Mide G, tanto lossubgruposMi como M son subgrupos
normales de G. Esto resulta inmediatamente de la relación

a{xiX2...Xn)a ^= (axja ^) (0x2» ^) ... (axna
válida para a, xi, X2,..., x^ G G.

(6.8)

Teorema 6.5. Sean G un grupo, subgrupos de G. Las afirma
ciones siguientes son equivalentes:
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1. El grupo G es el producto directo interno de los subgrupos Mi, i =
1,2, ...,n.

2. Los subgrupos M\, ...,Mn son normales en G con MiOMj —{e} si
^ 3) y todo elemento x E G se escribe de una y sólo una manera en
la forma x = 0103...On, donde ai G Mi, i = 1,2,. ,n.

Demostración. Si 1. se satisface, los Mi, i = 1,2,...,n, son normales en G,
MiOMj = {e} sii^ j,yG = así que todo x GGse escribe al
menos de una maneraen la forma requerida. Ahora, six = 0i02--*Un = b^-
••bn donde ai, bj G Mi es claro que b^^ai = (b2 •••bn) (a2 •••On) € Mi,
así que b^^ai = e. Entonces ai = bi y a2 On = b2 continuando
de esta manera se llega a que bj^a2 GM2,..., b~iian-i € Mn-i y On = bn,
0 sea, a que ai = ba, a2 = b2,..., an = bn. Esto demuestra 2.

Para veragüe 2. 1., obsérvese que 2. implica que G= M1M2 •••Mn, y
si XGMi n Mi, se tendría que x = aia2 •••ai-iOt+i''' ®ni Oj ^ 3^
Pero si y E Mi entonces yaj = ajy para todo j ^ i (lema 6.1), de lo cual
e = ai ••. ai_ix~^at+i •••an, x E Mi. Entonces x~^ = aj = e para todo
j i=- i, así que x = e. •

Nota 6.5. Es fácil verificar, usando como guía lademostración del corolario
6.6, que si G es el producto directo interno de los subgrupos cíclicos Mi,
1 = 1,2, ...,n, y si mcd(o (Mi), o(Mj)) = 1, i j, entonces G mismo es
cíclico. No se pide que o (Mi) sea primo.

Supóngase aliora que My N son subgrupos normales de Gyque MQ
N. Entonces es posible definir una aplicación / : G/M *G/N tal que
/(aM) = aN. En efecto, si aM = bM entonces b'̂ a E M, de lo cual
b-^a e N, y así aN = bN. Tal aplicación resulta ser un homomorfis-

, pues /((aM)(bM)) = /((ab)M) = abN = (aAr)(bA^) = /(aM)/(bM).
..emás, ker(/) = N/M = {aM|a GN}. En efecto, si aM Eker(/), o sea,

01 f{aM) = aN = N, entonces a E N, así que aM € N/M. Por otra parte,
si aM GN/M, es decir, si aM = bM con bE N, entonces b a GM, de
lo cual b~^a E N, así que aN = bN = N, o sea, f{o.M) = N, y entonces
aM Eker(/). Como f es un epimorfismo, el teorema 6.2 implica entonces el
teorema siguiente.

Teorema 6.6. {Cuarto teorema de isomorfía) . Si M y N son subgrupos
normales de G tales que M C N, entonces

{G/M) / {N/M) « G/N. (6.9)

mo

Además

si
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Demostración. Sea f : G/M —> G¡N el epimorfismo dado por f{aM)
= aN, como arriba, y sea / para / dsido como en el teorema 6.2. Entonces
/ : (G/M)/ker(/) —> G/N es un isomorfismo. Como ker(/) = N/M, el
teorema queda demostrado. •

A manera de apéndice, observamos que las ideas que conducen al ante
rior resultado pueden generalizarse, ligeramente, para establecer el siguiente
teorema, cuya verificEición dejamos al lector interesado.

Teorema 6.7. {Quinto teorema de isomorfía). Sean G y G' grupos,
f : G —* G' un homomorfismo, M un subgrupo normal de G y N un sub-
grupo normal de G'. Para que exista un homomorfismo f : G/M —> G'¡P¡
tal que f{aM) = f{a)N para todo a € G, es necesario y suficiente que
f{M) C A, o, lo que es lo mismo, que M C f~^{N). En tales circunstan
cias ker(/) = f~^{N)/M y si f es un epimorfismo entonces f también lo
es, y

G/M/f-\N)/M f=^G'/N (6.10)

mediante el isomorfismo f obtenido de f por aplicación del teorema 6.2.

Definición 6.2. Se dice que el homomorfismo / en el anterior teorema se
obtiene de f por paso a los cocientes.

Nota 6.6. Si G, G', M, N y f son como en el teorema anterior, y si
V • G —¥ G/M y rjj : G' —> G'/N son los epimorfismos canónicos, el
homomorfismo / obtenido de f por paso a los cocientes es aquél que hace
conmutativo el diagrama

(6.11)
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EJERCICIOS

6.1 Demuestre que el teorema 6.1 es válido para un subgrupo normal H
de G si y sólo si f {H) = {«'}. Demuestre entonces que /, como en
el teorema 6.1, es el único homomorfismo g : G/H —* G' que hacen
conmutativo el diagrama en el enunciado del teorema. Sean N Q M
subgrupos de un grupo G. Demuestre que aún si M y iV no son
normales en G, (G ; Ar]/[G : M]=[M : N], así que [G : M]\[G : N] y
[M : 7V]|[G : N].

6.2 Sean (G, •) un grupo abeliano, m € Z. Demuestre quesi Gm Y son
como en el ejercicio 3.10, entonces G/Gm G^. Véase el ejercicio
5.5 (e). ¿Es cierto lo anterior si G no es abeliano pero f{a) = d
un homomorfismo de G en sí mismo?

6.3 Verifique los siguientes isomorfismos de grupos: Z3 « Z2,
Z7 «s Ze (véanse, al respecto, los ejercicios 5.7, 5.8 y 5.9).

es

6.4 Sean (G, •) un grupo, .Fo(G) el grupo de las aplicaciones biyectivas
de G en sí mismo. Demuestre que G/Z(G) es isomorfo al subgrupo
T = {Sa\a € G} de Fo{G), donde 5a :G —y Ges, para cada a € G, el
isomorfismo úo(íc) = aa:a~^ de Gsobre si mismo (véanse los ejercicios
5.3 y 5.4). Concluya que si o(G) = n < co entonces n > o{F) si y
sólo si o{Z{G)) > 1. Más aún, demuestre que o{Z{G)) =n/o{F)-

6.5 Sean (G, •) un grupo finito yíf un subgrupo de G. Sea n —[G •H]
el índice de H en G. Demuestre que si o(G) j n!, existe un subgrupo
normal N áe G, N ^ {e}, tal que NQH. Demuestre, de hecho, que
N= noeG aHa-^ 7^ {e} yes normal. {Indicación. Véase el ejercicio
5.2.)

6.6 Sean (G, •) un grupo inifinlto, Hun subgrupo de Gtal que [G :H]< co.
Demuestre que existe un subgrupo normal infinito Mde G, MC
tal que [G : M]< 00. Demuestre, de hecho, que si M= flaec
entonces M C H, M es normal en Gy [G : M]< 00, y concluya que
M es infinito.

6.7 Sean G un grupo, H un subgrupo normal de G, / un isomorfismo
de Gsobre im grupo G'._ ¿Es siempre posible definir una aplicación
/ : G/H y-y G' tal que J{aH) = f{a) para todo o e G? Si no es
siempre posible ¿bajo qué circunstancias sí lo es?
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6.8 Considere el grupo aditivo (Z, +) de los enteros y sea / un homomor-
fismo de Z en sí mismo. Escribiremos Zm = Z/mZ, m e Z.

a) Demuestre que existe k € Z tal que / (x) = kx para todo x E Z.
¿Qué es /(l)? ¿Qué es ker (/)? ¿Qué es /(Z)?

b) Sean m,n 6 Z. Demuestre que para que exista /; Zm —>
tíil que f(a + mZ) = /(a) + nZ para todo a G Z, es necesario
y suficiente que n\km, donde k = /(l), y que para que exista /
tal que /(o + mZ) = a + mZ para todo a G Z, es necesario y
suficiente que n|m.

c) Si mi = k y n\k, demuestim que cualquiera que sea m E Z,
existe /: Zm —* Zn tal que f{a + mZ) = /(a) + nZ para todo
a GZ. De hecho, f{a + mZ) = nZ cualquiera que sea a E Z.

d) Sjk = /(l) y mcd(n,j!:) = 1, demuestre que para que exista
/: Zm —> Zn tal que f{a + mZ) = f{a) + nZ para todo a GZ,
es necesario y suficiente que n|m, y que fes un isomorfismo si y
sólo si m = ±n y k = ±1.

6.9 Sean (G, •) un grupo, N un subgrupo normal de G. Demuestre que
G/N es abeliano si y sólo si aba~^b~^ E N cualesquiera que seein
o,6 GG. Demuestre, de hecho, que si M es el subgrupo generado por

= {a6a~^6~^ Io,¿> e G} (ejercicio 3.8), entonces M es normal en
G, G/M es abeliano, y si iV es normal en G, G/N es abeliano si y
sólo si M C N. Demuestre finalmente que si existe un homomorfismo
^ ^ *Z y Jkf es como antes, entonces M C ker /.

6.10 Sean M,N subgrupos de un grupo finito G y supóngase que N es
normal en Gy que o(M) > 1/0(G), o(N) > t/o (G). Demuestre que
MnN^{e}.

6.11 Sean Gy G' grupos, H' im subgrupo normal de G', </? : G •-» G'/H'
un epimorfismo. Demuestre queG/<p~^ ({-ff'}) ^ G'¡H'. Demuestre
también que si / : G 1—> G' es un epimorfismo y H' es como arriba,
entonces G//~^ [H') «3 G'¡H'. Describa explícitamente los anteriores
isomorfismos.

6.12 Sea G un grupo y sean M el conjunto de los elementos de orden finito
de G y TV el conjunto formado por e, el elemento neutro de G, y por
los elementos de orden infinito de G.
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a) Demuestre que si a6 G M cualesquiera que sean a,b E M, en
tonces M es un subgrupo normal de G, y que si M 7^ G (o sea
N {e}) entonces G y G/M son grupos infinitos y todo elemento
de G/M, salvo M, tiene orden infinito.

b) Demuestre que si ab E N cualesquiera que sean a,b E N, entonces
N es un subgrupo normal de G y todo elemento de G/N tiene
orden finito.

c) Demuestre que si G es abeliano entonces M es un subgrupo de G.
Demuestre además que si también TV es vm subgrupo de G en
tonces G/M w TV y G/N « M.

• 0 -1 • D
• 0 1 •

1 0
) ^ — -1 -1

d) Sean G = GL2{R), A =

e)

muestre que o (A) = 4 y o (S) —3, pero o (AB) = 00.
X 71cación. Demuestre que (AB)"^ = ^ , nGZ.)

Sea G como en (d). Encuentre A,B EG con o(v4) = o(B) = 00,
pero o (AB) < 00. Procure hacer esto con B ^ A~^.

. De-

(Indi-

6.13 Sean G un grupo abeliano finito y n un divisor de o(G). Demuestre
que el número de soluciones de la ecuación x" = e es un múltiplo de
n. (Indicación. Verifique que el conjunto Gn de tales soluciones es
un subgrupo de G. Por otra parte, existe un subgrupo H de G con
o (H) = n. Demuestre que H C Gn-)

6.14 Sea G un grupo abeliano finito tal que para todo n G N, n > 1)
Gn = {x G G : x" = e} tiene a lo sumo n elementos. Demuestre
que para todo divisor n de o(G), Gn tiene exactamente n elementos,
y concluya que G es cíclico. (Indicación. Demuestre, por ejemplo,
que para todo primo p, todo p—subgrupo de Sylow de G es cíclico, y
recurra a lo observado en la nota 6.5.)

6.15 Demuestre que si Ges un grupo cíclico finito, Gn = {x GG: x** = e}
tiene a lo sumo n elementos para todo n GN, n > 1, yque si n | o(G)
entonces o(Gn) =n. (Indicación. Recuérdese que todo subgrupo de
G es cíclico.)

*6.16 Use los resultados mencionados en la nota 5.6 y los ejercicios 6.13, 6.14
y 6.15 anteriores para demostrar que si q es un primo, (Z^,-) es un
grupo cíclico. Demuestre además que ZJ « Z^-i, y que si p | g —1,
la ecuación x^ = T tiene exactamente p soluciones. Concluya que si
p I g - 1, Z* tiene un único subgrupo de orden p.



Capítulo 7

Productos finitos de grupos

Sean (Gi, •),(Gn, •) grupos, G = Gi x ... x Gn el producto cartesiano de
los conjuntos Gj. Con la ley de composición (•): G x G —> G dada por

(xi,...,a;„) •(yi,= (xiyi,...,Xnyn)• (7.1)

G es evidentemente un grupo, en el cual el elemento neutro es e = (ei,...,
donde Cj € Gi es el elementoneutro de G», y en el cualel inverso (xi,..., Xn)
de (xi,...,x„) es ...,xñ^). Se dice que G es el grupo producto de los
grupos Gi, i = 1,2, ...,n, y que cada G» es un factor de G.

Si para cada i, Hi es un subgrupo de Gj, es evidente que H\ x
es un subgrupo de G. En particular, para todo A: = 1,2, ...,n,

Hk = {ei} X ... X{efc_i} x x x ... x {en}

es un subgrupo de G. Si para cada Xfc € Hk escribimos

Xk ~ (^l,•••, e;j_i, Xfc, efc^.1, ..., Cn) ) ("^-3)

setiene que Hk = {xfc : Xfc 6 Hk)- Como severifica inmediatamente, si cada
Hi es un subgrupo normal de Gj, H = Hix ...x Hn esun subgrupo normal
de G (vé^e al respecto (7.8), más adelante); en particular, si Hk es normal
en Gfc, Hk es normal en G. Si para cada i = 1,2,...,n, : G —* Gi, la
aplicación / : G —>• Gi x ... x Gn dada por /(x) = {fi(x) ,—,fnix)) se
denota con

/ = (/i,/2,...,/«), (7-4)
y es claro que fi = pi o f, i = 1,2, ...,n, donde Pi (xi, ...,Xn) = x,- es la
proyección i-ésima de Gi x ... x Gn en Gi (la cual es un homomorfismo, si

Xiín

(7.2)

/ '
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los Gi son grupos). No existe un nombre especial para / dada por (7.4),
aunque las fi se denominan a veces las coordenadas de f. Es claro que / es
un homomorfismo de grupos si y sólo si cada fi lo es.

Si Gi y GJ, i = 1,2, ...,n, son grupos, y para cada i, fi : Gi —> Gi es
una aplicación, podemos también definir una aplicación / : Gi x ... x Gn —*
G'i X ... XGJj por

f (^1)•••) ^n) —(.fl(®l)) •••» ./n(^n)) •

Es también fácil verificar que

fi=Pi° f °qi,i = 1,2, ...,n

(7.5)

(7.6)

donde Pi : Gi x... x Gn —> Giy Qí : G'iX ...x Gn —> son las proyecciones
í-ésimas, y que / es un homomorfismo si y sólo si cada fi lo es. Es usual
escribir

/ = /i X ... Xfn (7.7)

y denominar a / el homomorfismo producto de los homomorfismos fi. Es
claro además que cada fi es un isom&rfismo, si y sólo si f es un isomorfismo.
Si para cadaí = 1,2,...,n, Hi es un subgrupo normal de Gi, si <pi : Gi —>
Gi/Hi es el homomorfismo canónico, si <pt = <pi x ... x (fin> gs claro que

kev(p = Hix ...X Hn, (7.8)

así que tp induce un isomorfismo

^ : Gi X... XGn/Hi X ... xHn^ Gi/Hi X ... X Gn/Hn

(teorema 6.2) el cual está dado por

'PÍ{xi,...,Xn) Hi X... XHn) = (<P1 ixi),...,tpn (aJn)) = {xiHi, ...,XnHn) •
(7.9)

De este isomorfismo se deducen, en particular, los isomorfismos

Gi X ... X Gn „ ^ Gk ^ ^
~ Rí Gi X ... X Gfc_i X — X Gfc+i X ... X Gn,
Hk íík

Gi X ... xGkX ... X Gn

Gi X ... X Gk-i X {efe} X Gfc+i x ... x Gn
Gk » Gk,

(7.10)

(7.11)
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Gi X... XGfc X... XGn
Gi X ... X Gk-i X HkX Gk+i X ... X Gn

Naturalmente, hemos supuesto que G/{e} = G y que G/G = {e}.

Definición 7.1, Si Hi,..., Hn son subgrupos de im grupo G, y si la plicación
ip : El X ... X Hn —> G dada por

1p{xi,X2,...,Xn) = XiX2...Xn (7.13)

es im isomorfismo, se dice que G es el producto directo extemo de los sub
grupos Hi, i = 1,2, ...n, y que cada Hi es un factor directo de G.

Ejemplo 7.1^ Si Gi, G2,Gn son grupos, G = Gi x ... x Gn, y para cada
¿=1,2, ...n, Gi y Xi son como en (7.2) y (7.3), la aplicación

tp :Gi X ... X Gn —• G

definida por ^ (xi,..., Xn) = xi •• •Xn es evidentemente un homomorfismo, y
es un isomorfismo, pues ipixi, ...,x„) = (xi, ...,Xn). Por lo tanto, el grupo
producto G = Gi X ... X Gn es el producto directo extemo de los subgrupos
Gi,..., Gn-

Recordando ahora la noción de producto directo intemo de subgrupos de
un grupo G, capítulo 6, nota 6.4, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 7.1. Sean G un grupo, Hi,...,Hn subgrupos de G. Si G es el
producto directo extemo de Hi,...,Hn, entonces:

1. Hi es un subgrupo normal de G para todo i = 1,2, ...,n.

2. Hi n Hj = {e} si i^ j.

3. Si X & G, existen xi € Hi,...,Xn € Hn, unívocamente determinados
por X, tales que x = X1X2 •' • Xn-

Además, G es el producto directo intemo de los subgrupos Hi, i —1,2, ...,n.

Demostración. Como ip : Hi x ... x Hn —> G, dada por (7.13), es un
isomorfismo, Hi es un subgrupo normal de Hi x ... x Hn y Hi = ip ,

se deduce que Hi es normal en G. Esto demuestra (1). Como Hi n Hj =

161

(Gfe/íffc) «Gk/Hk. (7.12)
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V* ("^j) ~^(•^* ~ {V'(e)} = {e} si i ^ j (pues evidea-
temente Hi n Hj = {e} si i ^ j), también (2) queda demostrado. Como
ip es sobreyectiva, dado x G G existen G G,Xi G Hi, tales que
tp {x\,X2, ...jXn) = xiX2 • • • Xn = x, y la unicidad de xiX2 • • • Xn resulta de
la inyectividad de tp. Esto demuestra (3) y completa, en virtud del teorema
6.5, la demostración del teorema. •

Recíprocamente,

Teorema 7.2. Sean H-í,...,Hn subgrupos de G y supóngase que G es el
producto directo interno de los subgrupos asz' que:

1. Hi es normal en G para todo i = 1,2, ...,n.

2. Hi n Hj = {e} si i^ j.

3. Si XE G, existen xi, ...,x„ G G, Xj GHi, tales que x = xiX2 •••Xn,
estando los Xj determinados unívocamente por x.

Entonces, G es elproducto directo extemo de H\,Hn-

Demostración. Elhecho de que los H sean normales enGy deque HiOHj —
{e} si i^ j implica que XiXj = XjXi si Xi e Hi, Xj e Hj e i ^ j (lema 6.1).
Por lo tanto, si Xi, yj g Hí, i = 1,2,..., n, entonces

(3:21/2) - (xnyn) = (a:i-a:n) iVi-Vn), (7.14)

así que la aplicación ip{xi, ...,Xn) = xi...Xn de Hi x ... x Hn en G es un
homomorfismo y, por3., necesariamente un isomorfismo. El teoremaestá de
mostrado. •

Nota 7.1. Se deduce que sobre un grupo G las nociones de producto direc
to interno y de producto directo extemo de un número finito de subgrupos
coinciden. Por tal razón, de ahora en adelante sólo hablaremos de producto
directo de subgrupos. Salvo isomorfismo, esta última noción coincide además
con la de grupo producto de tales subgrupos.

Nota 7.2. Si un grupo G es el producto directo de dos subgrupos M y N,
es claro que G/M w N. Sin embargo, si M es un subgrupo normal arbitrario
de G, no necesariamente G/M es isomorfo a un subgrupo de G ni, mucho
menos, G « G/M x M. Por ejemplo, si n G N, n 7^ 0,1, Zn = Z/nZ no es
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isomorfo a ningún grupo de
(Z, -h) es {0} .

j, -h). De hecho, el único subgrupo finito de

Nota 7.3. Pueden existir, sin embargo, grupos G y subgrupos normales
Hi de G, i = 1,2,..., n, tales que Hi DHj = {e} siij^j, que G = Hi - •• Hn
y que G no sea el producto directo de los Hi. Para un ejemplo, véase el
ejercicio 7.8. Obsérvese que debe ser n > 3. Véase, sin embargo, el ejercicio
7.9.

Recordamos ahora que si un grupo abeliano finito G tiene orden pi ••-Pm»
donde los p, son primos distintos, entonces G es el producto directo de
subgrupos cíclicos. Por otra parte, si o (G) = p"^ •••p^, entonces G es el
producto directo de los subgrupos Mí, i = 1,2, ...,m, donde o(M<) = p^
(corolarios 6.5 y 6.6).

Demostraremos ahora el siguiente teorema, que generaliza a todo grupo
abeliano finito la primera de las afirmaciones anteriores,

Teorema 7.3. Si G es un grupo abeliano finito, entonces G es cíclico o es
el producto directo de subgrupos cíclicos.

Necesitaremos el siguiente lema que constituye el resultado más engo
rroso de todo el curso. El lector puede aceptar este resultado y omitir su
demostración, aunque puede ser un buen ejercicio comprender los detalles
de la misma. Esta ha sido tomada de [15]. Es posible dar demostraciones
más elegantes si se tienen mejores conocimientos de álgebra (véase [17]).

Lema 7.1. Sean G un grupo abeliano de orden p", donde p es un primo,
m = máx{o(c) ; c GG} el máximo orden posible de los elementos de G, a &
G con o (a) = m, y H = [q\. Entonces G = H, en cuyo caso G es cíclico,
o existe un subgrupo cíclico de M de G, M ^ {e}, tal que M CiH = {e} y
que G = HM, así que G es el producto directo de H y M.

Demostración. La afirmación es cierta si n = 0,1, pues G sería cíclico, de
lo cual, m = p^ y G —H. Supongamos primero que existe b^ G, b^ H,
tal que feP = e, y sean iV = [6] y G = G/N. Como es claro, HCN = {e}
(pues si b'' E H, 1 < A: < p —1, también o(6*') = p, de lo cual sería N C H
y 6 G H). Escribamos c = cN, para todo c G G, y sea a como en el
enunciado del lema. Veamos que o (a) = o (o) = m. Escribamos l = o(a).
Como (a)'" = á"^ = e, es claroque l [m. Por otra parte (o)' = e, así que

& N n H, de lo cual a' = e. Entonces m \ l. Se deduce que l = m y
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que a es un elemento de G de orden máximo posible. Como o (G) < o (G),
podemos suponer inductivamente que G es cíclico y generado por a, de lo
cual G = HN (pues si c € G entonces cN = a''N para algún fc € N, así que
ca~^ E N, o sea, c = , j € N), o que G = [ñ] M, donde M n [a] = {e}.
Ahora, por el corolario 6.1, existe un subgrupo M' de G tal que M' D N y
que M'/N y evidentemente HOM' = {e} (si no, y c € HDM', c ^ e,
entonces c 6 MD [a] y c ^ e, pues H w [a] mediante el isomorfismo c —* c).
Además G = HM' (pues si c € G entonces c = , i,jENydE M',
así que ca~^d~^ = b'' para algún A: G N, de lo cual c = E HM').
El lema resulta entonces con M = N cuando G es cíclico y generado por
a, o con M = M', en caso contrario. Supongamos ahora que no existe
b E G ^ H con o (6) = p. Veamos que entonces G = H. Supóngase que
G ^ Jí, y sean l = mín{o (c) : c € G \ H} y x E G^^H con o (x) = l. Como
o (xP) < l/p < necesariamente xP 6 H, así que xP = a^, í G N. Afirmamos
que p I i. Supongamos lo contrario y que m = p*^. A: G N. Como m es el
máximo orden posible de los elementos de G, si c G G entonces o (c) = jP
con j < k, delo cual o (c) | m. Ahora, como p | i, así que m \ im/p, entonces
aWP ^ e. Pero esto implica que x"» = (xP)'"/" = = a»"»/P 7^ e, lo
cual es absurdo, pues o(x) | m. Se deduce que p | ¿, así que i = pj, j € N, y
si 6= a~^x entonces bP = a~*xP = e, locuales absurdo, pues, como a~^ E H
mientras que x^ H, entonces b^ H y o(b) =p. Se concluye que G = H, y
el lema queda demostrado. •

Nota 7.4. El lema 7.1 se expresa también diciendo que si G es un grupo
übeliano de orden p", n > O, donde p es unprimo y H es un subgrupo cíclico
de G de máximo orden posible, entonces H = G, en cuyo caso G es cíclico,
o H es unfactor directo propio de G, así que existe un subgrupo propio K
de G tal que G ^ H x K.

Nota 7.5. Observamos que si un grupo abeliano es el producto directo de
los subgrupos y cada Hi es a, sn vez el producto directo de los
subgrupos Hii,...,Hini, entonces G es el producto directo de los subgrupos
Hik, k = 1,2,...,ni, i = 1,2,...,n. La demostración es obvia. En vista de
esto se tiene el siguiente coroleirio del lema 7.1.

Corolario 7.1. Si G es un grupo abeliano de orden p'^, donde p es un
primo y n > O, entonces G es cíclico o el producto directo de subgrupos
cíclicos.

Demostración. Según el lema 7.1, G es cíchco (que es el caso si n = 0,1) o
existen un subgrupo cíclico H 7^ {e} y im subgrupo M de G tales que G es
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el producto directo de H y M. Como G/H « M entonces o(M) < o(G),
así que o (M) = p'̂ , O< A: < n. Razonando por inducción podemos suponer
que M es cíclico o el producto directo de subgrupos cíclicos. En vista de
lo observado en la nota 7.4, G mismo es cíclico o el producto directo de
subgrupos cíclicos. •

Podemos ahora demostrar el teorema 7.3.

Demostración del teorema 7.3. Se tiene que o(G) = p"^ •"PÍÍri donde m > 1
y son primos distintos. Ahora, si m = 1, la afirmación resulta
inmediatamente del corolario 7.1. Si m > 1 el corolario 6.5 garantiza que
G es el producto directo de subgrupos M\,...,Mm, donde o(Mfc) = p^*,
k = 1,2,..., m. Como cada Mjt es a su vez cíclico o el producto diresto de
subgrupos cíclicos, lo observado anteriormente también garantiza que G lo
es. •

Nota 7.6. Como lo muestra el corolario 6.6, G puede ser al mismo tiempo
cíclico y el producto directo de subgrupos cíclicos propios.

El teorema 7.3 se conoce como el teorema estructural de los grupos
abelianos finitos. Según el lema 7.1, si G es un grupo abeliano de orden
p", donde p es un primo y n > 1 es un entero, se tiene que

G ^ XSpn2 X•' •X , ra ^ 1 (7.15)

donde 1 < ni < n2 < ... < nm son enteros y

p" = o (G) = o (Zpni ) . . .o (Zpn„. ) = p"l . . .p"m = pm+-+nm ^

así que 71 = m +712H Vrim. Si n > 1 y 1 < ni < n2 < ... < «m son enteros
tales que n = ui +n2H hn,„, m > 1, se diceque la m-pla (ni,n2, -.fnm)
es una partición de n. Por lo tanto, para un n > 1 dado, habrá a lo sumo
tantos grupos no isomorfos de orden p** como particiones distintas de n sean
posibles. Así, si n = 3, las posibles particiones de n son (3), (1,2), (1,1,1),
y los grupos posiblemente no isomorfos de orden p^ serán

Zp3, Zp XZp2, Zp XZp XZp.

Si o (G) = p*, los posibles grupos no isomorfos serán

íp X Zp3 , (ip2 X ^p2. Sp XZp XZp2 y Zp X Zp X Zp X Zp.
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Si ahora

G » Gi X • • • X (7.16)

donde o(Gi) = (corolario 6.5), y si mi es el número de particiones
posibles de ítií, habrá a lo sumo Tñim2 ••-Tñn grupos abelianos no isomorfos
de orden o(G). Así, puesto que (2) y (1,1) son las particiones de 2, y (3),
(1,2), (1,1,1) son las de 3, habrá a lo sumo 2-3 = 6 grupos no isomorfos de
orden pf •p|, pi jí p2, los cuales son:

Sf XZp3,
Zp2 XZp2 X^p2,

^Pl ^ ^P2 X^P2 '
X Zpi X ^„3,^Pl ^Pl *"P2'

Zpj XZpj XZp2 X^p|,

^p^ X^p] X^p2 X^p2 X^p2•

-'P21

Teniendo ahora en cuenta que Zm x « Zmn si y sólo si mcd(m, n) = 1
(pues evidentemente (a, 6) tiene orden a lo sumo mcm(m, ti) en Zm x Zp),
éstos se pueden dar, en su orden, en la forma

Zp2p2 XZp2,

^PlP2 ^ ^P2 ^ ^P2'
Zpi XZpip3,

2piP2 XZpipí y

^P1P2 XZpjp2 X Zp2-

Nótese que Zpjp^ xZp| « Zp2p2 x^p2.
5p2 XZp2 XZp2; a su vez.

ambos son, de hecho, isomorfos a

^Pl ^^Pip| ^^P2 ^ ^Pi XZpjp2 XZp2 ss ZpjP2 XZpip2 ^ Zpj XZp2 XZpi XZp21

^PlP2 X^PXP2 XZp2 ^ Zpj XZpj XZp2 XZp2 XZp2.

Nota 7.7. Es posible demostrar que si (ni,n2, •—,nm) y ("-'i, »^2> —i'̂ í) son
particiones distintas de ri, ios grupos Zp^i x Zpn2 x •• • x Zpnm y

X Z „/ no son isomorfos, así que el proceso anteriormenteVi ^p ^ V'2 ^P 3 p"l
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descrito da exactamente los grupos abelianos no isomorfos de orden m = p^
(y, de hecho, de orden m para todo m). No demostraremos esto. El lector
interesado puede encontrar la demostración en [16].

Nota 7.8. Una última observación es pertinente. Si (G,+) es un grupo
abeliano notado aditivamente y Hi, son subgrupos de G, es natural
escribir Hi + H2-\ 1- Hn en lugar de H1H2 •••ifn- Y si G es el producto
directo de /íi, H2, es teimbién usual decir que G es la suma directa de
Hi,H2,...Hn.

EJERCICIOS

7.1 Si G = Gi X•••XGn, demuestre que (G, •), donde (•) estádefinido por
(7.1), es en efecto un grupo, en el cual e = (ei, ...,en) es el elemento
neutro y (xi,...,x„)~^ = (xjf^,..., Demuestre además que Ges
abeliano si y sólo si cada Gi, i = 1,2, ...,n, es abeliano.

7.2 Demuestre que si Hi es un subgrupo de Gi, i = l,2,...,n, entonces
H = Hi X XHn es un subgrupo de G = Gi x ••• x Gn, y que
es normal en G si y sólo__si cada Hi es normal en G», i = 1,2,...,ti.
Demuestre a su vez que Hk definido por (7.2) es un subgrupo de G y
que Hk es normal en G si y sólo si Hk es normal en Gfc.

7.3 Demuestre que Pi : Gi x ••• x G„ Gi, ¿ = 1,2, es un epimor-
fismo, y que si G' es un grupo y / : G' Gi x ••• x G„, / es un
homomorfismo si y sólo si /i = / opi es un homomorfismo para todo
2= 1,2,..., n. Verifique además que / = (/i,..., /„) como en (7.4).

7.4 Petra cada fc = 1,2,..., n, sea Qk • Gk G = Gi x x Gn dada por
(lk{xk) = Xk, donde Xk e Gk y Xk es como en (7.3)._Demuestr^que
Qk es un monomorfismo de G^ en G y que qk{Gk) = Gky donde Gjt es
como en (7.2). Demuestre además que si G' = G'i x G2 x ••• x GJ, y
/ : G G' es la aplicación / = /i x ••• x dada por (7.5) y (7.7)
donde fi '• Gi G'i, entonces / es un homomorfismo si y sólo si cada
/i lo es, y un isomorfismo si y sólo si cada fi es un isomorfismo.

7.5 Sean Gi,...,Gn grupos y sean 1 < ¿1 < ¿2 < ••• < ¿m < " tales
que Gj, 7^ {e} si y sólo si ¿ = ft = 1,2, ...,Tn. Demuestre ^ue
Gfc n Gj = {e} si A: 7¿ j y que G = Gi x • • x Gn = Gi^ "G. G

y concluya que Gi x ••• x GnGi^ x Gi^ x
«2 *m >

X Gi
tm'
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7.6 Sean grupos y sea a : {l,2,...,n} —> {l,2,...n} biyectiva.
Demuestre que = {e}sii^ j y que Gi x •••x Gn = <^<^(1) •

G<t(2) . y concluya queGi x •••x Gn «s G^(i) x G(^(2) x •••x G^(n)-

7.7 Establezca las relaciones (7.10), (7.11) y (7.12).

7.8 Sean G = Zj x Z2, Hi = {(1,0), (0,0)}, H2 = {(0,1), (0,0)}, H3 =
{(1) 1)) (OjO)}- Verifique que Hi n Hj = {(0,0)} si i j y que Hi +
H2 + H3 = G (nota 7.8), pero que G no es la suma directa de iíi, H2
y H3. Verifique, en particular, que Hi D {H2 + H3) ^ {(0,0)}. Para
una versión multiplicativa de este ejercicio, véase el ejercicio 8.19.

7.9 Sean (G,•) un grupo finito, Mi,M2,...,Mn subgrupos normales de G
tales que G = MiM2...Mn y que o(G) = o(Mi)o(M2) • • • o(M„).
Demuestre que G es el producto directo de Mi, M2,..., M„. ¿Es o (G) =
° {Hi)o {H2)o {H3) en el ejercicio 7.8?

7.10 Se^ G un grupo y M im subgrupo normal de G. Demuestre que
si G = G/M es cíclico y generado por a = aM, o € G, entonces
G = HMy donde H =[a]. Concluya que si M Díf = {e} y H es
normal en G entonces G es el producto directo de íí y M, y que éste
esel caso si o e Z{G) (ejercicio 4.7) y M es de orden primo y generado
por b^H.

7.11 ^an G un grupo y iV un subgrupo normal de G. Supóngase que
G = G/N es el producto directo de H y M y que H está generado
por a = aN donde o e G. Sean fí =[a] y M un subgrupo de G tal
que M D N y que M/N = M. Demuestre que M es normal en G y
que G = HM. Demuestre además que si o{H) = o {H) y a e Z{G)
(ejercicio 4.7), entonces G es el producto directo de ií y M.

7.12 Sean H\ y H2 grupos, G = H\x. H2-

a) Demuestre que si Hi y H2 son cíclicos finitos de órdenes respec
tivos m y n, entonces G es cíclico si y sólo si mcd(m,n) = 1.

íi) Supóngase que H\ = H2 = H y sea A = {(re, a;) : x € H}.
Demuestreque A es un subgrupo de G y que A « ií. Demuestre
además que A es un subgrupo normal de G si y sólo si H es
abeliano.

7.13 Supóngase que H\ y H2 son subgrupos de un grupo cíclico finito G y
que G = HiH2- Demuestre que G es el producto directo de Hi y H2
si y sólo si mcd(o (íiri),o(íf2)) = 1-
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7.14 Sea G un grupo abeliano finito con o (G) = mn donde mcd(m, n) = 1.
Sean M = {x € G : x*" = e}, IV = {x 6 G : x" = e}. Demuestre que
M y N son subgrupos de G y que G es el producto directo de M y IV.
Demuestre además que o (M) = m, o (TV) = n.

7.15 Sean G un grupo abeliano, H y K subgrupos de G tales que o (H) =
m, o (K) — n son finitos. Demuestre que M = HK es im subgrupo
de G el cual contiene un subgrupo N con o(iV) =mcm(7n,n). ¿Es
esto mismo posible si G no es abeliano pero H =[a], K =[b], ab = ba
y o (a) = m, o (6) = n? ¿Lo será aún si G no es abeliano pero H y
K son subgrupos abelianos de G, normales en G y tales que HDK =
{e}, o (H) = m y o {K) = n?

7.16 Sean G un grupo infinito, M y N subgrupos normsdes de G tales que
[G : M]< 00 y [G : TV]< 00. Demuestre que [G ; M n TV]< 00.
{Indicación. Sea (p : G —» G/M x G/N el homomorfismo fp{x) =
(xM, xN). Verifique que ker(^ = M DTV.)



Capítulo 8

El grupo simétrico

El grupo simétrico ((<Sn, ^ es el grupo obtenido al dotar el conjunto
Sn de las aplicaciones biyectivas de {1,2, en sí mismo (las llamadas
permutaciones de n objetos) de la ley de composición (•) dada por

a • p = po cr

donde (o) es la composición usual de funciones. Generalmente escribiremos
ap en lugar de cr • p. Nótese que el elemento neutro de (5nr)
aplicación idéntica e de {1,2, y si cr e Sn, es simplemente la
aplicación inversa de <t.

Nota 8.1. Para muchos autores, el grupo simétrico es (5n, o)j decir,
prefieren la ley de composición de funciones a la (8.1). Como veremos, sin
embargo, la ley (•) tiene ligeras ventajas sobre la (o). Obsérvese que

cria2 • "írn = a„ o(T„_i o •• • otri.

Si a € y cr(fc) = ik, 1 < fc < n, es usual escribir

2 3 •

¿2 h •

También,

")ín J

2 3 ••• n

(2) <r(3) ••• a(n)
Una de las ventajas del producto (•) es la siguiente, que ilustramos en el
caso n = 4. Si

= ( ^ ' )

_/l234\ _/l234\
•^4 2 3 1^'^ \,2 4 13y'

(8.3)

(8.4)
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para calcular crp(3), por ejemplo, es suficiente seguir el camino directo es
quematizado abajo:

1234\/1234

i i
4231/\2413

Entonces a'p{Z) = 1. Asu vez, írp(4) se obtiene de

1234W1234

i i
4231/V2413

o sea, <tp(4) = 2. En total.

/ 1 2 3 4 \
V3 4 1 2j

Para calcular aop sería necesario seguir caminos inversos. Así, a op(3) = 4
resulta de

1234\ /1234

i o i
4231/ V2413

En total.

/1234\ /1234\_/1234\
V423lj°\^2413j V2 14 3y

Los caminos inversos pueden ser incómodos cuando se desea consideraj el
producto de muchas permutaciones (y, en especial, el producto de muchos
ciclos, como veremos más adelante).

Definición 8.1. Si a € 5^ e 1 < ¿ < n es tal que a{i) ^ i, se dice que a
mueve a. i. Elconjunto delos 1 < i < n que son movidos por o" se denomina
el orbital de a.

Por ejemplo, si

^/1 2 34 5\
V4 2 3 5 1 J '

el orbital de cr es {1,4,5}. Comoes claro, dospermutaciones distintas pueden
tener el mismo orbital. Así, si a es como arriba, entonces a, pero el
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orbital de cr^ es aún {1,4,5}. Obsérvese que si e € «S» es la permutación
idéntica, su orbital es vacío. Como es claro, e es la única permutación con
esta propiedad.

Definición 8.2. Se dice que ima permutación cr de es una permutación
cíclica o, simplemente, un ciclo, si existen ii,Í2,—,ip en {1,2,..., n},
1 < p < n, todos distintos, tales que

ci-{ii) = ¿2, o-(¿2) = ¿3, ...,cr(¿p_i) = ip, cr(¿p) = ñ (8.5)

y que cr(i) = i para i ^ {«i,¿2, •••, íp}. Sedice también, en forma másprecisa,
que cr es un p—ciclo cuyo orbital es {íi,Í2>-jíp}- Escribiremos

O" = (¿1,Í2)—,íp) .

Un 2—ciclo se denomina una trasposición.

Así,

/1 23456\
(,3245 lej

í' ' ^ M=(2V1 4 3 2 j 4)

(8.6)

son ciclos (respectivamente, un 4—ciclo y im 2—ciclo), con orbitales respec
tivos {1,2,4,5} y {2,4}.

La notación (8.6) para los ciclosabre la posibilidad de confundiréstos con
las p—pías. Esto es particularmente cierto de los2—ciclos (trasposiciones) y
las parejas ordenadas. Sólo podemos esperar que el contexto evite.cualquier
confusión.

Como es claro,

(^1) ^2) •••! ^p) (Í2) ^3) •••> V) ^l) ~ ••• ~ (^pi )•'•y'lp—l) • (^•'̂ )

Es también claro que dos ciclos distintos pueden tener el mismo orbital. Si
a = (íi,¿2) •••yip), entonces

o-= (ñ,o-(íi) ,...,aP~^ (¿i)) = (¿*:,o-(zfc),...,crP~^ (ifc)) (8.8)

para todo 1 < A: < p, y también

a = (ct (¿i) , 0-2 j ^ ^ ^̂ 2 ^ ^^p
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Las fórmulas (8.8) y (8.9) muestran que en la descripción de un ciclo
(T = (ii,..., ip), la escogenciade es en realidad poco importante (cualquiera
de los ik serviría igual). Sin embargo, una vez escogida ¿i, se tiene que

(ñ) =ik, 1 < fc < P\ (ñ) = H• (8.10)

Esto implica que si cr = (¿j,ip), p> 2, entonces

p —nu'n{m > 1 : cr"* (i^) = = mín{m > 1 : cr"* (i^) = ik} (8.11)

para todo 1 < A: < p.

Definición 8.3. Si o" = (¿1,..., ¿p) es unp—ciclo, sedice que p es la longitud
de (T : p = l{a). Si i =mín{¿x, ...,¿p}, se dice que cr es un ciclo basado en i
o con base i.

Nota 8.2. Nótese que si cr es unciclo, i(cr) > 2. Si r es una transposición, es
claro que Z(r) = 2yque = e, así que = r. Nótese, más generalmente,
que si <T = (¿1, ...,¿p) es un ciclo de longitud p, cr~^ es también un ciclo de
longitud p. De hecho, cr"! = (¿p,íp_i, ...,ii). Así, (1,2,3)-' = (3,2,1) =
(1,3,2) = (2,1,3).

Observar que

(^1)..., ip) = (ifc,...,ip,¿1,..., , 1 ^ /c ^ P) (8.12)

es conveniente al multiplicar ciclos, pues permite seguir caminos directos.
Así, si <T = (1,3) (3,5,4) (1,3,2) en entonces

/-V rv

(l,3)(3,5,4)(M,2),cr(l) =5
(M)(3,5,4)(2?l,3),or(2) =1
(3?1)(3A4)(C3,2),<t(3) =3
(1.3)(4?3,5)(3?2,1),ít(4) =4
(l,3)(5?4,3)(3,2,l),cr(5) =5

Como cr G«Se, también cr(6) = 6. Es decir.

2 3 4 5 6

3 2 4 6
(1,3) (3,5,4) (1,3,2) =(^ ^ \ )•

Nota 8.3. Nótese que si cr = (ii,Í2. ...lip)) cr puede considerarse como un
ciclo de Sn para todo n > máx{¿i, ...,íp}.
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Definición 8.4. Se dice que los ciclos <7 = (ii,...,ip) y p = {,ji,—,jq) son
disyuntos si sus orbitales son disyuntos, es decir, si {¿1, .-.,ip} O{y'i, ..., '̂5}
= 0.

Así, (1,2,4,5) y (3,6,7) son ciclos disyuntos, mientras que (1,2,4,5) y
(2,6, 7) no lo son. Como es claro, si cri,...,am son ciclos disyuntos, el orbital
0 de <7 = O"!. •. Om es Oi U ... U Omy donde Oí es el orbital de crj. Nótese
que Oi n Oj = 0 si ¿ j, y para cualquier permutación p, decir que p = cr
es equivalente a decir que el orbital O' de p es O y que p(i) = crfc(i) si
1 € Ok, 1 < k < m.

Nota 8.4. Sean crG»Sn,n>lyl<¿<n. Si cr(i) = i, se diceusualmente
que cr inmoviliza o estabiliza a i.

(7 — (Jj (72 ' cr" n G Z.

Nota 8.5. Si cr y p en son tales que crp = pe, entonces (cp)" = e"p"
para todo n G Z (teorema 2.9 y corolario 2.5). Obsérvese también que si
cr es una permutación y n G Z, e(z) = i implica e"(¿) = i- Es decir, si

necesariíimente e(¿) ^ i.

Nota 8.6. Es claro que si e y p son ciclos disyuntos entonces ep =
Es decir, si ei,..., <Tp son ciclos disyuntos, e = ei •••ep es independiente del
orden en que se multiplican dichos ciclos. En particular, e = ^2^3 ••• =
a-pCTp-i •••ej, etc. Entonces, como se deduce de lo dicho en la nota 8.5,

(8.13)

El lector nodeberá creer, sin embargo, que todapotencia de unciclo es a
vez un ciclo. Por ejemplo, (1,2,3,4)^ = (1,3) (2,4). Nótese, sin embargo,
que (1,2,3,4)3 = (1,4,3,2).

En lo que sigue, convendremos en que e, la identidad de Sn, es también
un ciclo, el cual denotaremos con (1):

su

e = (1). (8.14)

Diremos que e = (1) es un ciclo de longitud 1: l{e) = 1. Cualquier otro ciclo
cr tiene longitud l{a) > 1. Diremos también que (1) es el ciclo trivial o el
ciclo degenerado. Cualquier otro ciclo será no trivial. Es frecuente encontrar
en la literatura que (1) = (2) = (3) = ... = (n). Nosotros evitaremos hacer
uso de estas notaciones.
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El siguiente es el teorema fundamental de la teoría de los grupos simétri
cos. Guardando las proporciones, es un análogo del lema 1.1 y de los teo
remas 1.16 y 1.35 del capítulo 1, y juega un papel similar.

Teorema 8.1. Si <t €. Sn y o ^ e, existen ciclos disyuntas no triviales
(Ti,..., cTp, p > 1, tales que

CT = (Ti •••(Tp. (8.15)
En otras palabras, si a ^ Sn y a e, cr es un ciclo no trivial o un producto
de ciclos disyuntas no triviales.

Demostración. Sin = 1, = {(1)}. Si n = 2, 5n = {(1), (1,2)}. Si n = 3,
«?n = {(1), (1,2), (1,3), (2,3), (1,2,3),(1,3,2)}. Por lo tanto, la afirmación
delteorema esevidente si n = 1,2,3. Supongamos entonces n > 1 arbitrario
y sea cr e Sn, a ^ e. Sean O el orbital de cr e ii = mín O. Debe existir A: > 1
talque (¿i) = (por ejemplo, fc = o(cr)). Sea = mín{fc > 1 : cr'=(ii) =
¿i}, yconsidérese el ciclo cri = (íi, cr (¿i),...,(«i)). Es claro que o\ es
unciclo basado eni^. Se dice que cri es el ciclo con base ii determinado por
o. Sea Oi el orbital de cri. Es claro que siO%Oi = 0 entonces cr = cri. En
caso contrario, sean ¿2 = mín(0 n Oi), m2 = mín{fc > 1 {12) = ¿2}, ^2
el ciclo basado en ¿2 y de longitud m2 determinado por cr, y O2 su orbital.
Continuando de esta manera, sean ip = mín {O n. (Oí UO2 U... UOp_i)),
(Tp el ciclo basado en ip y de longitud rUp = mín{A: > 1 : cr'°(ip) = ip}
determinado por cr, y Op su orbital. Como O es un conjunto finito, este
proceso debe agotarlo en algún momento. Digamos O = Oi U... UOp, con
Oí 7^ 0, i = 1,2, ...,p. Nótese que los conjuntos Oí, i = 1,2, ...,p, son dos
a dos disyuntos, así que los ciclos ctí, í = 1,2, ...,p, son disyuntos. Como
además a{j) = ak{j) si j € O^, es claro que

a = <7i ••• (Tp (8.16)

es ima descomposición de <r como producto de ciclos disyuntos.D

El proceso descrito en la demostración del teorema 8.1 es algorítmico y
puede usarse para descomponer en ciclos disyuntos una permutación dada.
Así,

(3 54í ? 26)=(l'3.*)(2.8.r.6). (8.17)
En este caso p = 2, ¿1 = 1, ¿2 = 2, mi = 3, m2 = 4. En efecto, obsérvese
en primer lugar que cr(l) = 3, cr^(l) = cr(3) = 4, <r^(l) = cr^(3) = <r(4) —1,
así que cri en la demostración del teorema 8.1 es íti = (1,3,4), mi = 3
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y Oi = {1,3,4}. En este caso O \ Oi = {1,2,3,4,5,6,7} n {1,3,4} =
{2,5,6,7}, y como ír(2) = 5, ct^(2) = (r(5) = 7, cr^(2) = ír^(5) = (r(7) = 6,
<7'*(2) = <r(6) = 2, se tendrá que cr2 = (2,5,7,6), m2 = 4, O2 = {2,5,6,7}.
Como O \ Oi u O2 = 0, el proceso terminará aqm' y será <t = cria2. De
manera análoga,

) =(1,3,2) (4,7,6,5) (8,9) (8.18)

=(1,7,2,4,6,3,5) (8.19)

Nota 8.7. De hecho, la descomposición (8.16) de a en producto de ciclos
disyuntos es, salvo tal vez por el orden de losfactores, la única posible. En
efecto, si a está dada por (8.16) con como en la demostración del teorema
8.1, y también a = pi...pq, donde los pk son ciclos disyimtos con pk basado
en jk, dado que el orden de los ciclos en el productoes irrelevante, podemos
suponer que ji < ... < jg, así que j\ = ¿1, y, como a''{ii) = cri(¿i) = Piih)
para todo k, entonces o-i = pi = (¿i,a(¿i), (¿i))> con mi como en
la demostración del teorema. Esto implica que p = <J2—(^p = P2—Pqt y ^
argumento inductivo permite concluir que p = q y que <tí = Pú i = 2, ...,p-

Si (T e es una permutación en 5„ y cr = (Ti...(Tm, ru > 1, donde los (Tí
son ciclos disyuntos no triviales, no hay obstáculo alguno para suponer que

^ K^2) < —< l(<Tm)- Como la descomposición cr = (Ti...(Tm es única,
lam—pía (¿(cri),..., ¿(ír,^^)) es un invariante (una característica inmutable) de
a, denominado la estructura cíclica de a. Por ejemplo, las permutaciones en
(8.17), (8.18) y (8.19) tienen, respectivamente, las estructuras cíclicas (3,4),
(2,3,4) y (7). Convendremos en que la estructura cíclica de e es (1).

Teorema 8.2. Si a es un ciclo de Sn, el orden o{a) de a como elemento
de Sn es precisamente /(cr), la longitud de a. Así,

o((íi,...,¿p)) =p. (8-20)

Demostración. En efecto, si cr = {ii,...,ip) entonces cr = (ii,cr (¿1),...,
cr^"^ (¿i)), así que cr*'~^(íi) = ik ^ ii, ^ ^ P> Y<'"''(^1) —H- M ás ge
neralmente, cr = (ij,cr(ij),..., (ij)), i < j < P, también cr'̂ ~^(ij) ^ ij,
1 < k < p, y crP(¿j) = ij, j = 1,2, ...,p. Se deduce que crP estabiliza a
h I•••) íp, y como crP también estabiliza a i ^ {¿1,..., ¿p}, entonces <rP = e. Fi
nalmente, como p es mínimo tal que crP(¿i) = ¿i, necesariamente p = o(a).
•

23456789

2 7 4 5 6 9 8

/I 2

V3 1

(r
2

4

3 4 5

5 6 1
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Teorema 8.3. Si <7 6 «S„ y a = a\
no triviales, entonces
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•<Tp, donde los a i son ciclos disyuntas

o (a) = mcm(o(cri),...,o(írp)) = mcm(i(cri), ....¿(o-p)), (8.21)

donde incm(ai, ...,ap), Oj € Z, Oj 7^ O, es el mínimo común múltiplo de
ai, ...jOp (capítulo 1, secciones 1.4 y 1.10).

Demostración. Sean mi = o (crj) y m =mcni(mi,..., rup). Nótese que m,- >
1, i = 1,2,...,p. Como TOi I m para todo i = 1,2, ...,p, entonces = e
para todo i = 1,2, y como c'" = (pues «tícTj- = ajOi, donde
1 ^ < p), entonces a"* = e. Se concluye que o(cr) | m. Por otra

Esto implica que a' =1 _
= e.parte, si Z = o(<r), entonces - - , .

e, i = 1,2, ..,,p. En efecto, si fuera cr| ^ e para algún i, y a¡(k) k,
necesariamente <Ti{k) ^ k, de lo cual (7j{k) = k y también crj(fc) = k para
j ^ i. Pero entonces cr\k) = a|(/9(fc)) donde pes el producto de las crj, j 7^ i,
así que CT^{k) = <T|(fc) ^ k (ya que, evidentemente, p{k) = k). Esto es
absurdo, pues <t' = e, e implica que m, | Z, i = 1,2, ...,p. Entonces m | Z, y
asím = Z= o(a). •

El teorema 8.3 suministra entonces unaaplicación útil de la descomposi
ción en ciclos disyuntos para determinar el orden de una permutación.

Ejemplo 8.1. Las permutaciones en (8.17), (8.18) y (8.19) tienen órdenes
respectivos 12, 12, 7. Además,

2 3 4 5 6

2 1 4 3 6 5 ))-•
Definición 8.6. Si (G, •) es un grupo, ií es un subgrupo de G y A es un
subconjunto no vacío de H tal que todo elemento de H es el producto de
un número finito de elementos de AUA~^, donde A~^ = {a~^ : a € A}, se
dice que Aes un sistema de generadores de H y que H es el subgrupo de G
generado por A. Se escribe H =[A]. Si íí = G, se dice que Aes un sistema
de generadores de G y que G está generado por A: G =[A].

Nota 8.8. Como se verifica inmediatamente, [A] es simplemente la inter
sección de todos los subgrupos de G que contienen a A.

Como toda permutación de Sn es un ciclo o un producto de ciclos, y los
inversos de ciclos son a su vez ciclos, se tiene del teorema 8.1 que el conjunto
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de los ciclos de Sn es un sistema de generadores de Sn- Aunquemuy útil,
el conjunto de los ciclos de Sn es un sistema muy grande de generadores. En
lo que sigue, daremos sistemas de generadores más pequeños.

Teorema 8.4. El conjunto de todas las trasposiciones (i, j), 1 < «< J < ti,
es un sistema de generadores de <S„ con (3) = elementos.

Demostración. Es suficiente demostrar que todo ciclo (¿1, —,ip) es un pro
ducto de trasposiciones. Esto es fácil, pues evidentemente

(il,...,tp) = (¿1,12) (¿1,43) —(TliTp) (8.22)

Como en 5,1 hay tantas trasposiciones como subconjimtos de doselementos
en {1,2, ...,n}, este número es (3) (ejercicio 1.76). •

Nota 8.9. El conjunto de todas las trasposiciones de Sn,aunque frecuente
mente conveniente, es aún un sistema muy grande de generadores de Sn-
Conviniendo en que (i, j) = e si i = j, la relación

(¿1, ..., ip) —(1,¿1) (1, Í2) ••• (1,íp)(Ij Ti) (8.23)

muestra que el conjunto {(l,j) : 1 < j < n} es un sistema de generadores
de Sn con sólo n —1 elementos. De hecho, paratodo i = 1,2,..., n, {(t,í)|1 ^
i < n) es un sistema de generadores de Sn con n —1 elementos, y 8.23 vale
con i en lugar de 1.

Laobservación anterior da una descomposición en trasposiciones lacual
es, en general, distinta de la descomposición (8.22). Es decir, la factoriza-
ción en trasposiciones no es necesariamente única. Así, en ^4, (2,3,4) =
(3,4,2) = (4,2,3), de lo cual (2,3,4) = (2,3)(2,4) = (1,2)(1,3)(1,4)(1,2) =
(3,4)(2,3) = (2,4)(3,4), etc. Más aún, se tiene el resultado siguiente, tam
bién frecuentemente útil.

Teorema 8.5. El conjunto {(1,2), (2,3), (3,4),..., (n-1,n)} es también un
sistema de generadores de Sn con n —1 elementos.

Demostración. Es suficiente observar que si 1 < m < ti entonces

(1,m) = (1,2) (2,3)... (m - 1,m) (m - 2,m - 1)... (2,3) (1,2), (8.24)

y usar la relación (8,23).•
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Nota 8.10. La descomposición de una permutación a obtenida a partir de
(8.24) involucra en general un gran número de permutaciones. Es, por lo
tanto, de más valor teórico que práctico. De acuerdo con todo lo anterior,
paja obtener una descomposición en trasposiciones de una permutación lo
más conveniente es obtener primero su descomposición en ciclos disyuntos
y luego recurrir a una cualquiera de las relaciones (8.22), (8.23) u (8.24),
según lo que se quiera o sea más conveniente. Así,

(3 n í ?2O = (1.3.«) (2.5.7,6)
= (1,3) (1,4) (2,5) (2,7) (2,6)

= (1,3) (1,4) (1,2) (1,5) (1,7) (1,6) (1,2).

Nótese que también que (1,3,4) = (4,1,3) = (4,1)(4,3) y (2,5,7,6) =
(5,7)(5,6)(5,2), etc. Asu vez,

(4132) = (1,4,2) =(1,4) (1,2)
= (1,2)(2,3)(3,4)(2,3)(1,2)(1,2)
= (1,2) (2,3) (3,4) (2,3).

La descomposición en trasposiciones no es, en general, una descomposición
en ciclos disyuntos. Observamos también que si cr = {i,j) es una trasposi
ción, considerada como una función de {1,...,n} en sí mismo, a está carac
terizada por a{k) = {i,j){k) = A: si A: ^ i,j, mientras que cr(i) = {i,j){i) = j
y '̂ {3) = (í,j)(j) = i. Esta observación es importante en la demostración
del sigmente teorema.

Teorema 8.6. Si {i,j) es una transposición, entonces

{(T{i),a{j)) = ao {i,j) ocr~^ = cr~^{i,j)cr

cualquiera que sea la permutación a.

(8.25)

Demostración. Verifiquemos que (¿,j) = cr ^ o o cr. Ahora,
si k ^ i,j, entonces {or{i),a{j)) {a{k)) = a(A:), pues <7{k) ^ a{i), a{j).
Entonces cr~^ (o'(i)>o'(j)) (o'(fc)) = cr~^ ("'('¡í)) = ^ y, como es claro, también

= k. Por otra parte, si k = i entonces <t~^ ((o'(í),o^(y)) (""(O)) =
CT~^ (o"(y)) = j, y también {i,j){i) = j. La verificación para k = j es
semejante. •
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Corolario 8.1. Si (¿i,¿2, •••,íp) es un ciclo, entonces

CTO (¿1, ...,¿p) ocr~^ = (cr(zi),...,cr(¿p)) = (7~^(zi,...,¿p)cr (8.26)

cualquiera que sea la permutación a.

Demostración. En efecto, cr~nii, •••,¿p)cr = o'~^((íi,í2)(íi,¿s)—(¿i, =
(cr-l(zi, Í2)cr)((T-^(¿i,¿3)cr)... (a-~^(íi,¿p)cr) = (cr(¿i),a(Í2))(<r(¿i),cr(¿3))...
(o-(Íi),ct(¿p)) = {a{¿i),cr{Í2), ...,(T{ip)). •

Nota 8.11. Las relaciones (8.25) y (8.26) son de gran importancia en la
teoría del grupo (5„, •). Se deducequedadosdosciclos (íi,..., ip) y (ji, —jJp)
de la misma longitud, existe una permutación a tal que

(ji, -Jp) = (¿i,...,¿p)ct. (8.27)
De hecho, (8.27) es válida para cualquier permutación a tal que o"(ii) = ji,
^{'̂ 2) = J2, cr(zp) = jp. Nótese que, como {ji,...,jp) = {h,—Jp>3i) =
{hi--,jp,ji,j2) = = {jp,ji,:.,jp-i), esto da lugar, al menos, ap per
mutaciones distintas. Lo anterior se expresa diciendo que, enSn, dos ciclos
de la misma longitud son siempre conjugados. Más aún;

Teorema 8.7. En Sn, dos permutaciones a y p con la misma estructura
cíclica son conjugadas. Es decir, existe r e Sn tal que

p = T~^aT. (8.28)

Demostración. Si cr es un ciclo, también loesp, y dela misma longitud. La
afirmación resulta entonces de lo dicho en la nota 10.11. Supóngase entonces
que a = aia2 • • • p = pip2 • ••pm, donde m > 1 y cri, ...,crm y Pi-"Pm
son ciclos disyuntos, ak = (¿fci,...,ífcpj, Pk = Uku-JkpJ- La disyunción
de los ciclos asegura la existencia de r 6 «Sn tal que r{ikh) = ikht k —
1,2, ...,m, 1 < h < Pk, así que pk = r~^crfcT, k = 1,2, ...,m. Entonces,
P= T~^cric7-2 •••(TfnT = (T~^aiT) •••(r~^a,„T) = pi •••Pm, y la. afirmación
queda demostrada. •

El teorema 8.7 anterior es de vital importancia en la teoría del grupo
simétrico.

Ejemplo 8.2. Las siguientes permutaciones p = (3,5,7)(8,9)(2,4,10,12) y
T =(2,4,8)(6,7)(3,5,9,11) de <Si2 tienen la misma estructura cíclica. Si, por
ejemplo,

^^12345 6 789 10 11 12 \
^ Vl3254 10 867 9 12 1iy'
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entonces <t ^pa = t.

Nota 8.12. Si cr y p son permutaciones conjugadas en Sn entonces cr y p
tienen la misma estructura cíclica. En efecto, si p = T~^aT, la afirmación es
clara si <t = (¿i, es unp-ciclo, pues será p = (r(íi),r(zp)), el cuales
también vm p—ciclo; y si cr = Ci •••Cn, 7i>2, donde los cfí son ciclos disyim-
tos no triviales, entonces p = pi •••Pn donde pi —T~^air, i = 1,2, ...,n, pi
es un ciclo de la misma longitud de Oi, y los ai son disyuntos. Por otra
parte, si r y cr tienen la misma estructura cíclica {li,..., Im), de lo dicho en
la nota 8.11 se deduce que habrá al menos l = I1I2 •••im permutaciones t
tales que = p. Por ejemplo.

^ f 1 23 4 5 6 789 10 11 12 ^
V 12 98 11 2 10 476 3 1 5/

también haráel trabajo del ejemplo 8.2.

Para terminar la discusión sobre los generadores de Sn, daremos un re
sultado que siuninistra un sistema minimal de generadores.

Teorema 8.8. 5i r = (1,2) y a = (1,2, ...,n), {r.cr} es un sistema de
generadores de n > 2.

Demostración. Sea a = (1,2, ...,n). Como es claro, si O< /: < n —2, a^(l) =
fe + 1, a'=(2) = fe + 2, así que

(fe -H 1, fc -H 2) =o--'=(l, 2)a'' = ( '̂=(1), a'̂ (2)) , (8.29)

donde a *= = (ct*=)~^ = Como {(1,2),..., (n - l,n)} es un sistema
de generadores de Sn, toda permutación de Sn es también un producto
apropiado de las permutaciones t, a y a~^. D

Nota 8.13. Obsérvese, por ejemplo, que, en 54, y con a = (1,2,3,4), se
tiene que

(1,4) = (1,2)(2,3)(3,4)(2,3)(1,2)
= (l, 2)a-i(l, 2)aff-2(l, 2)a-^a-\l, 2)a(l, 2)
= (1,2)a-\l, 2)or-i (1,2)a(l, 2)a(l, 2)
= (1,2)(4,3,2,1)(1,2)(4,3,2,1)(1,2)(1,2,3,4)(1,2)(1,2,3,4)(1,2),

lo cual da una expresión de (1,4) en términos de (1,2), (1,2,3,4) y
(1,2,3,4)"^ = (4,3,2,1). Obsérvese también que (2,3) = (1,4,3,2)(1,2)
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(1,2,3,4); (3,4) = (1,4,3,2)2(1,2)(1,2,3,4)2 = (1,3)(2,4)(1,2)(1,3)(2,4);
(1,3) = (1,2)(2,3)(1,2) = (1,2)(1,4,3,2)(1,2)(1,2,3,4)(1,2), etc.

El siguiente resultado será útil en lo que sigue.

Teorema 8.9. Si n > 3, el centro Z{Sn) de Sn se reduce a {e}, donde
e 6 «Sn es la permutación idéntica.

Demostración. Sea a € .^(«S^), así que a~^pa = p cualquiera que sea
p G <Sn. Si fuera a ^ e, existiría 1 < ¿ < n tal que j = a{i) ^ i y, como
n > 3, también existiría k ^ i,j. Pero entonces <t~^(í, fc)<r = (o'(¿),a(fc)) =
(j,cr(fe)) 7^ {i,k), lo cual es absurdo. •

Nota 8.14. Para n = 1,2, Z{Sn) = Sn-

Nota 8.15. Obsérvese que para que cr e .^(«S„) es necesario y suficiente
que a~^Ta = r para toda transposición r. En efecto, si p 6 «Sn en
tonces p = Ti ••-Tm donde las tí son trasposiciones, y entonces a~^pa =
ia~^Tia){a~^T2a) •••(a~^Tma) = n ••-Tm = p.

Definición 8.7. Para una permutación cr € «Sn, definimos

= n
a{i) - cr(j)

i-3l<l<j<n

El número £{a) se denomina el signo de a en Sn-

(8.30)

Para el significado de la notación en (8.30), véase la sección 1.6 del
capítulo 1.

Como cr(¿) = 1,2,..., n si i = 1,2,..., n y cr(¿) ^ a{j) si í < j, entonces

= ±1,

^-3

Tli<j (i - 3)
ya que el producto en el numerador incluye, salvo tal vez por el signo, los
mismos (2) factores que el del denominador (puede ser que a(i) > a{j)
para i < j). Así, es evidente que £{e) = 1, mientras que si o" = (1,2)
entonces £{a) = —1. Esto último resulta simplemente de observar que las
posibles parejas {i, j) con i < j son (1,2), para la cual (cr(¿) —a(j)) /{i —j)
= (2 —1) / (1 —2) = —1; las (1,j) con 2 < j <n, para las cuales

- <^(j) _ o-(l) - o-(j) _ 2-j
1-j 1-j

>0;
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las (2, j) con 2 < j < n, en cuyo caso

a(¿) - cr(j) <r(2) - a(j) _ 1-j
Z-J 2-j

T >0;
2-3

y las (i, j) con i > 2, para las que (a(¿) —cr{j)) / {i- j) = (i —j) / (^ - j) =
1. Así, sólo (cr(l) —cr(2)) / (1 —2) = —1 < 0. Nótese que £(e) y ¿^(1,2) son
independientes de n.

Teorema 8.10. La aplicación 1»1}, con S{a) dado por (8.30)
, es un homomorfismo de Sn en el grupo multiplicativo {—1,1}, y un epi-
morfismo si n> 2.

Demostración. En efecto, si <t, p 6 «Sn y t = crp, entonces

í(r) = n
t(í)-tü) ttí'W»))-í'Wj))

i<ji<j
Z-J ^-3

^ ttPK^)) -pW)) <^{i) -
11 a{i) - a{3)

= n
i<3

^-3

p(o-(z)) -p(g(j)) yr o{í) - a{j)
cr(í) - a{j) i —j

= jQ P(^) - pU) tT(z) - a{j)
i<j ^-3 i<j 1-3

La última igualdad resulta de observar que cr(¿) ^ f^{j) si i < y, y de

p(fr(¿)) -p(g(j)) ^ p(cr(j)) -p(tr(i))
<^(0 - o-Cj) o-(j) - <7(Í)

Entonces é:(r) = €{p)£{<j) = é:(a)S(p) y £ es así un homomorfismo. Como
£(e) = 1 mientras que S(l,2) = —1 si n > 2, £ es un epimorfismo en este
caso. •

Corolario 8.2. Si p E Sn, n > 2, es cualquier transposición, entonces
£{p) = -1.

Demostración. Hemos visto que £{t) = —1 si r = (1,2). Sean p = (i,j) y
<7 una permutaci ón de Sn tal que cr(l) = i, o{2) = j. Entonces a~^Ta = p,
de lo cual £{p) = £{a~^)£{r)£{a) = £{cr~^)£{(T)£{T) = £{a~^a)£{T) =
£{e){-l) = -1. •
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Como hemos visto, una permutación puede aximitir muchas factoriza-
ciones distintas como producto de trasposiciones. Sin embargo:

Corolario 8.3. En cualquier factorización en trasposiciones de una per
mutación dada a de «Sn, el número de éstas essiempre par o siempre impar.
Este número es par si £{o) = 1, e impar si £(cr) = —1-

Demostración. Si <t = <ti •••Omt donde las a-, son trasposiciones, entonces
^i<^) = S{ai)£{a2) •••£{am) = (-1)"*. Como £{(t) = 1o£{a) = -1, pero
no ambos, m será siempre par o siempre impar. D

Corolario 8.4. Si a es un ciclo de Sn de longitud p,

£(a) = (-1)'"'^

Por lo tanto, £{a) = 1 si y sólo si p es impar.

Demostración. Si cr = (¿i,..., ¿p), entonces, de (8.22), <7 es el producto de
(p —1) transposiciones {ii,ik), k —2, ...,p. •

Nota 8.16. Obsérvese que si <7 es un ciclo, 5(0") es independiente
tanto £7 € «Sn. A través de su descomposición en ciclos, podemos con
que una permutación a ESm también pertenece aSn para todo n_ •^^
hecho, <7 se identifica con la permutación dde Sn dada por ait) - y
i <m, ypor S{i) =í, dm<i <n. (^mc ® VfS, «„) es
descomposición en ciclos disyuntos, así que 5(o) — '
también independiente de n en tanto o &Sn-

Definición 8.8. El núcleo ker(5) del homomorfismo £•. Sn^ {
denomina el grupo alternante de n objetos y se denota con n-

Entonces >ln = {o" e 5„ : 5(0") = 1}, así que a €An si _
producto de un número par de transposiciones. Como ern l
{(1)}. mientras que (teorema 6.2) Sn/An " {-l.D P"""

o(A.) =in!.
Nótese que si n>3, todo 3-ciclo (ciclo de longitud 3) {i,j,k) ={i,j){isk)
pertenece a An (si n = 1,2, no hay, de hecho, 3— ciclos). Más aún.

Teorema 8.11. Los 3-ciclos forman, para n > Z, un sistema de gene
radores de An.

se
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Demostración. Es suficiente demostrar que el producto de dos transposi
ciones es, a su vez, un 3—ciclo o un producto de 3—ciclos. Ahora, si i, j, h, k
son todos distintos, entonces

(^ij)(^i^) —Üt i, k),

y si i, j, k son distintos

Finalmente

(i,j)2 = (1,2,3)=.
Esto demuestra el teorema. •

(8.33)

(8.34)

Como consecuencia de lo dicho en la nota 8.11 o de lo establecido en el
teorema 8.7, se deduce que dos 3—ciclos de Sn son siempre conjugados. Por
lo tanto:

Corolario 8.5. Si un subgrupo normal H de Sn contiene un 3—ciclo en
tonces H contiene a todo 3—ciclo y An Q H. Si H es un subgrupo propio

Sn, necesariamente H = An-

Demostración. Si pes un 3—ciclo en H, cualquier otro 3—ciclo a se escribe
en la forma a —t~^pt donde r € Sn- Como H es normal, también a EH.
Como An está generado por los 3—ciclos, An QH. Finalmente, s\ H ^ Sn
entonces [5„ : ií]> 2. Pero AnQ H. Entonces [5n : íf]<[«Sn : An]= 2. Se
concluye que [Sn :H]= 2, de lo cual, H = An- •

De hecho, si n > 5, se puede decir mucho más.

Teorema 8.12. Si n>b y H es un subgrupo normal propio de Sn, nece
sariamente H = An-

Demostración. Es suficiente demostrar que H contiene un 3—ciclo. Sea
<T E H,cr ^ e. Como Z(Sn) = {e} entonces cr ^ Z{Sn), y deberá existir
una transposición r S Sn tal que cr~^T(T ^ r (nota 8.15). Sea ti = a~^ra.
También r\ es una transposición y tjt = <t {tot) = a~^{T~^CTT) E ií, ya
que € H y T~^aT E H, pues a E H y H es normal.

Ahora, si ri = {i,j) y r = {i,k), donde i, j, k son distintos, entonces

{i, j> = ''"1''" € ií, y la afirmación queda demostrada en este caso. Supon-
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gamos entonces ti = {i,j), r = (h, fc), donde i, j, h, k son distintos, y sea
1 < l < n, l distinto de i, j, h, k (el cual existe pues n > 5). Claramente
(i,OTir(¿,¿)-i = {i,l){i,j){h,k)ii,l) = {l,j)ih,k) E H y, como
(4,y)(h, fc)(¿, j)(h, fc) = (i, Z,y), también {i,l,j) E H. En virtud del coro
lario 8.5, esto demuestra el teorema. •

Para n > 5 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 8.13. Si n> 3 y o,p son 3—ciclos en Sn, existe t E -An tnl que
p = T~^crT. Es decir, cr y p, que son conjugados en Sn, son aún conjugados
en An-

Demostración. Supóngase que a = (ii,t2,¿3) y sean Í4 h Ydistintos de
¿i,¿2,í3- Como es claro, (Í4)í5)(ñ,Í2>Í3)(Í4>^5) = Searo € 5ntal
que p = T¿'̂ crTo. Si To E An, nohaynadaque demostrar. Sitq ^ An sea r =
(Í4,Í5)to. Entonces r 6 An y = TQ^{U,Í5)a(U,Í5)To = '''o ""'"o ~
y la afirmación es válida también en este caso. •

Nota 8.17. Sean n = 3,4 y <t GSn- Como (1,3,2) = o'~^(l>2,3)o" =
(a(l),cr(2),cr(3)) implica que cr es una de las transposiciones(l,2), (2,3)
ó (1,3), se deduce que (1,2,3) y (1,3,2) no son conjugados en >lni n = 3,4.

Corolairio 8.6. Si un subgrupo normal H de An, n > 5, contiene un 3—
ciclo, necesariamente H = An-

Demostración. En efecto, el teorema 8.13 asegura que H contiene a todo
3—ciclo, de lo cual An C íf. •

Definición 8.9. Si un grupo G no tiene subgrupos normales propios, se
dice que G es un grupo simple.

Así, todo grupo de orden primo es necesariamente simple. Como A\ —
A = {(1)} y Az tiene orden 3, An es simple para n= 1,2,3. El grupo A
no es simple. En efecto o(A) = 12 y, como se verifica inmediatamente,

V = {{!), a, 2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}

es un subgrupo de A (hágase una tabla), el cual es normal en S4, y por
ende en Ai pues si 1 < ii,Í2,Í3,U < 4 son todos distintos, y cr G^4, en
tonces cr(¿i),cr(í2),cr(Í3) y o-(Í4) también son distintos y ¿2)(^31^4)0' =
{a~'̂ {ii,Í2)cr) (cr~^(¿3,¿4)t7-) ={<t{Íi), t7(t2))(cr(¿3). a(Í4)), así que Ver =



188 8. EL GRUPO SIMETRICO

V. El grupo V se conoce como el 4 grupo de Klein. Como se verifica fácil
mente, V »¡ Z2 X Z2.

En lo que sigue, demostraremos que An es simple para n > 5. La
demostración, aunque no es dificil, es algo larga y delicada. Obsérvese antes
que si G es un grupo y fí es un subgrupo de G,

iV(ií) = {a 6 G : aHa-^ = H) (8.35)

es evidentemente un subgrupo de G, denominado el normalizador de H
(véase, al respecto, el capítulo 9). Como es claro, H es un subgrupo normal
de N{H). Más aún, si H' es un subgrupo de G y ií es un subgrupo normal
de H', entonces H' es \m subgrupo de N{H). Así, H es normal en G si y
sólo si N{H) = G.

Lema 8.1. Si n>5 y n\f2 no es un cuadrado perfecto, An es simple.

Demostración. Supóngase que An no es simple y que M sea un subgrupo
normal propio de An con el mínimo orden posible. Si fuera N{M) = <S„,

/ M sería normal en Sn, y el teorema 8.12 aseguraría que M = An, lo cual
es absurdo. Como An C N{M) (pues M es normal en An), necesariamente
[<5n : iV(M)]= 2, y entonces N{M) = An- Ahora, si a = (1,2) entonces

~ ^{M), de lo cual, N = crMa~^ ^ M. Sin embargo, como
a Ancr = An, N es aún un subgrupo de An, evidentemente normal, con
o{N) = o(Ai). Se deduce que MN y MON son subgrupos normales de
An- Como N jí M, necesariamente Ai DIV ^ M, y como el orden de
Ai como subgrupo normal de An es mínimo posible, serán Ai n Ai = {e}
y o(Ai/i) = o(Ai)^. Pero si H = AiAi entonces An Q Ai(ií), y como
(1,2) e N{H), deberá ser N{H) = Sn, lo cual, según el teorema 8.12,
implica que H = An y o(>4.„) = o(Ai)^. Esto es absurdo, y garantiza que
An es simple. •

Como n\/2 no es un cuadrado perfecto si n = 5,6,7 (5!/2 = 60, 6!/2 =
360, 7!/2 = 2520), se deduce que si An no es simple, n ^ 4, necesariamente
n > 7.

Nota 8.18. De hecho, si n > 2, n!/2 nunca es un cuadrado perfecto, pero
esto no es fácil de demostrar, y no podremos hacer uso de este resultado.
Entonces, deberemos demostrar aún que:

Teorema 8.14 Si n> 7, An es un grupo simple.
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La demostración requiere el siguiente lema.

Lema 8.2 Si n > 4, Z{An) = {e}.

Demostración. Sean a G An, <r e, e i,j tales que j = a(i) ^ i. Si
^(j) = i y h ¥" i,3, entonces a~^{i,3,h)a = {cy{i),a{j),G{h)) = {j,i,cr{h)) ^
(l J, h),y a ^ Z{An). Si a{j) ^ i, sean h, k tales que i,], h,k seandistintos.
Entonces ar-'^{ij){h,k)cr = {(r{i),(T{j)) {a{h),cr{k)) = {j,<T{j)) {(T{h),(T{k))
# {i,j) {fí, k), pues los ciclos que aparecen en los productos son disjmntos y

7^ (j, i)- Entonces, tampoco cr G Z{An) en este caso. •

Demostración del teorema 8.14. Supóngase que An no es simple, y sea H
un subgrupo normal propio de An- Sea <t e H, cr e. Como Z{An) = {e},
debe existir un 3—ciclo r G An tíd que cr~^Ta 7^ r. Claramente e ^ p =
cr ^(rcrr~^) GH (pues cr~^, TaT~^ GH). Pero p = (cr^^ra) t~^, y tan
to a ^ra como r~^ son 3—ciclos (no necesariamente disyuntos). Digamos
<r~^Tu = (ñ,22,13) y = (24,25,í6)- Nótese que si p =#{21,—,¿6}
tonces p > 4 (de otramanerap = 3, yel producto de (ii, ¿2,23) por (¿4,25125)
sería la identidad o un 3—ciclo, lo cual, en virtud del corolario 8.6, es ab
surdo, pues e p G H). Sean ij 7^ íi,...,íq, el cual existe pues n > 7,
y iV el subgrupo de An de las permutaciones pares que dejan fijo a todo
2 7^ ¿1,..., iy. Como 5 <m = p-f-l < 7 y N es isomorfo a Am, es un
subgrupo simple de .4^, y como e ^ p ^ H O N, entonces H ON = N y
N Q H- Pero, como (¿1,22,23) GN, necesariamente (corolario 8.6) H = An,
lo cual es absurdo. Entonces, es simple. •

Los grupos An, 22 7^ 4, son entonces una familia infinitade grupos finitos
simples. Existen algunas otras familias infinitas de grupos finitos simples
(entre ellas, los grupos de orden primo) y 26 grupos finitos simples no ubi-
cables dentro de ninguna de tales familias. Los grupos finitos simples son,
en cierta forma, los pilares sobre los cuales se construyen todos los grupos
finitos, de lo cual su importancia, que justifica el enorme esfuerzo reahza-
do para su clasificación, la cual se completó en la década de 1970 a 1980:
un trabajo descomunal que comprende más de diez mil páginas impresas y
que representa uno de los grandes logros de la matemática del Siglo XX. La
simplicidad de An para n > 5 está también relacionada con la resolubilidad
de las ecuaciones polinómicas de grado > 5, y es por lo tanto importante en
la teoría de los campos y, en especial, en la teoría de Galois.
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EJERCICIOS

8.1 En cada uno de los casos siguientes calcule la factorización en ciclos
disyuntos de a, su estructura cíclica, su orden y £{ct).

. / 1 2 3 4 5 \
"=(, 4 5 1 3 2j

/123456N
"=(34 1 2 6 6)

3 4 5 6

2 6 5

c) (1,2,3,5,7)(2,4,7,6)
d) (1,2,3)-^ (3,5,7,9) (1,2,3)
e) (1,2)(1,3)(1,4)

/) Demuestre que si cr 6 «Sn y es su estructura cíclica,
entonces £{a) = (_i)'i+'2+ -+U-m

8.2 Exprese cada una de las siguientes permutaciones, si es posible, como
producto de 3-ciclos.

a) 2 3 4 5>|
^ V3 4 1 5 2 y

b) f 1 2 3 4 5 6\
V4 5 2 6 3 1 j
/'1234567\
V75432 l6j

d) (1,3) (1,5)(2,4)(6,7)

8.3 Verifique que no es posible que exista <t 6 n > 7, tal que
a~ (1,2,3)cr = (1,2,4)(5,6,7). Demuestre, más generalmente, que
si p es un ciclo de 5„, no es posible que existan dos ciclos disyuntos
no triviales ti, t2 y <t 6 «S^, tales que a~^pa = riT2.

8.4 Sea p < g un número primo. Demuestre que los únicos elementos
de orden p de <Sri son los p—ciclos o los productos finitos de p—ciclos
disyuntos.

n!
8.5 Demuestre que si 1 < fc < n, el número de A:—ciclos de Sn es

k(n —/c)!'

8.6 Explique por qué si n > 4 y a, ct ^ e, debe existir un 3—ciclo r tal
que a~^Ta 7^ r.

A
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8.7 Demuestre que si p es primo,p j A: y cr es un p— ciclo, entonces o (c^) =
p y es un p—ciclo. Concluya que si 1<A: < p entonces es un
p—ciclo.

8.8 Demuestre que si n es impar, An está generado por los n—ciclos. (In
dicación. Demuestre que si íl es el subgrupo de An generado por los
n—ciclos, H^{e} y es normal en Sn-)

8.9 Demuestre, más generalmente, quesi 3^<n y p es impar, los p—ciclos
generan An-

8.10 Sea n>3. Demuestre que cualesquiera que sean l<ii,
n—ciclo (¿1, ¿2,...,¿n) y la transposición (¿1,22) generan a Sn- De
muestre además que si n es primo, cualquier n—ciclo y cualquier trans
posición generan a Sn- (Indicación. Si n es primo y o" es un n—ciclo,
dados existe l<A:<n tal que cr^ (i) = j y es aún un
n—ciclo). ¿Es esto último cierto si n es arbitrario?

8.11 Demuestre que si un subgrupo H de contiene una permutación
impar entonces o (H) es peir y la mitad de los elementos de H son
permutaciones impares. (Indicación. Demuestre que H/H n An ®
a An!A-n = SnjAf^.

8.12 Demuestre que si m < n, Sm y A„i son respectivamente isomorfos a
subgrupos de Sn y An- Demuestre además que V={(1), (1,2)(3,4),
(1,3)(2,4), (1,4)(2,3)} es un subgrupo de An para todo n>4, el cual
es normal en An si y sólo si n = 4.

8.13 Sean a 6 Sn un n—ciclo, 1 < k < n, m = mcd(7i. A:). Demuestre que
(7^ tiene orden n/m. Supóngase que = pi •••Pp, p> 1, donde los pt
son ciclos disyuntos no triviales. Demuestre que o(pt) = nfTn = l(Pi)i
y concluya que p = m. Es decir, es el producto de m—ciclos de
longitud n/m (c£ida uno).

8.14 Sea a una permutación de Sn- Demuestre que

C(a) := (p : p~Vp = a}
es un subgrupo de «Sn y que la aplicación

ipa : Sn/C(a) —» CL(a) := {T~Vr : r e .Sn}

dada por 'ip<r(rC(cr)) = es biyectiva. Concluya que
o(C(a)) • i^(CL(cr)) = n!. Se dice que C(a) es el centralizador de
<7 y que CL(g) es la clase de los conjugados de a.
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8.15 Sea a un n—ciclo de Sn- Demuestre que C(cr) (ejercicio 8.14) es el
subgrupo generado por a y que a^{CL{a)) = (n —1)!. {Indicación.
Verifique primero las afirmaciones para n = 3, por cálculo directo.)

8.16 Sea a un ciclo de longitud m de Sn, donde m < n. Demuestre que
(ejercicio 8.14) o(C(cr)) = m{n —m)\ y que í^{CL{(t)) = (m —1)!(^)-

8.17 Sea cr e Sn cuya estructura cíclica es (¿i,..., Im) con l\ < h < ••• < l-m
y h + h + ••• + Im = Demuestre que si p € tiene la misma
estructura cíclica de <t, existen I = hh • • • Im permutaciones r en
tales que r~^ar = p. Concluya que o {C{a)) = l. ¿Qué se puede decir
si í < n?

8.18 Considere el grupo cuatro de Klein V y sean Hi = {(1), (1,2)(3,4)},
•^2 = {(1),(1,3)(2,4)}, Hs = {(1),(1,4)(2,3)}. Verifique que Hi,H2
y ÍZ3 son subgrupos normales de V, el cual es a su vez normal en A4,
pero que ninguno de H\, H2 o Hz es normal en A4.

8.19 SeanV y HiyHzy Hz como en el ejercicio 8.18. Verifiqueque HiOHj =
{(1)} si i ^ j y que V=Hi•H2-Hz, pero que V no es el producto directo
de Hi, H2 y Hz- Compruebe, en particular, que Hi D {H2HZ) ^ {(1)}

*8.20 Supóngase que a € Sn tiene la estructura cíclica (íi,...,ím) donde
h = h = ••• = lm = í y 'fnl = n. Demuestre que o(C(<t)) = V^m\.

Parte III

Grupos y resultados
especiales



Capítulo 9

Grupos de operadores

Como lo mencionamos en el capítulo 5, nota 5.4 (teorema de Cayley), todo
grupo es en esencia un grupo Q de transformaciones (permutaciones) de un
conjunto X, es decir, de funciones biyectivas de X en sí mismo, las cuales
se pueden interpretar como '̂ operadores" sobre X : se puede considerar en
efecto que tales aplicaciones "actúan naturalmente" sobre los elementos de
X mediante la "operación" Q x X —> X dada por (/, x) >—* f (s), para
producir nuevos elementos de X. Esta noción de "operatividad" se puede
generalizar a cualquier grupo G, lo cual tiene, comoveremos, ciertas ventajas
e importantes consecuencias. La presentación que sigue está inspirada eii
[8].

Definición 9.1, Se dice que ungrupo (G, •) opera o actúa sobre un conjunto
X, si existe una aplicación (*),

(*) : GxX -^X
{a,x) I—> a * X,

tal que:

(¿) Si e es el elemento neutro de G, e * x = x para todo x E X.

(ii) Cualesquiera que sean a,b e G y x e X, a* {b*x) = {ab) *x.

Se dice entonces que (*) es la operación o la acción de G sobre X y que G y
sus elementos operan o actúan sobre X mediante (*). Se dice también que
G es un grupo de operadores sobre X y que (*) es ima ley de composición
externa sobre X con operadores en G
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Nota 9.1. La acción sobre X de un grupo Q de transformaciones de X
mediante (/, x) •—> / (x) es una acción en el sentido de la Definición 9.1.
De hecho, toda acción es en cierta forma de este tipo, pues si G opera sobre
X y para cada a e G,^a '• X —> X es la aplicación í'a (2;) = a * x, entonces

es biyectiva con = ífo-i y o í»/, = í'at, así que Q = ; a € G}
es un grupo de transformaciones de X cuyo elemento neutro, la aphcación
idéntica de X, es y el cual replica, mediante su "acción natural" sobre
X, la acción de G sobre este conjunto. Sin embargo, puede suceder que la
aplicación ^ : G —> Q dada por í» (a) = ^a^ la cual es un epimorfismo
de G sobre Q, no sea im isomorfismo (ejemplo 9.4 con G abeliano o con
Z (G) {e})) de tal manera que no se puede considerar que G y G sean
grupos idénticos. Esta es una de las razones para definir directamente la
acción de G sobre X.

Definición 9.2. Si G opera sobre X mediante (*), el conjunto

G (x) = {o * X: a GG} , x G A", (9.1)

se denomina la órbita de x. A su vez, el conjunto

E (x) = {a G G : a * X= x} , x E X, (9.2)

se conoce como el estabilizador de x. Cuando O (x) = X para todo x E X,
se diceque G opera transitivamentesobre X. (Si X ^ 0, esto es equivalente
a decir que 0(x) = X para algún x GX.)

Nota 9.2, Como es claro O (x) C X, y es el recorrido que efectúa x en A"
cuando los diferentes elementos de G operan o actúan sobre él. A su vez,
E (x) es el subconjimtode G de los elementos que al actuar sobre x lo dejan
invariante. Como es claro.

0(x) = {^a(x):aGG},

donde 'í'a (a^) = o * (nota 9.1), mientras que

E (x) = {a E G : "ifa (x) = x} ,

(9.3)

(9.4)

así que E (x) es el conjunto de los a G G para los cuales x es "punto fijo" de
Es evidente que G opera transitivamente sobre cada órbita O (x), por

esta razón es frecuente referirse a las órbitas como las clases de transitividad
(o aún como las clases de intransitividad).
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Teorema 9.1. Si G actúa sobre X, E (x) es, para todo x E X, un subgrupo
de G. Además, la aplicación

^a:-G/E(x)—^0(x)

dada por

'í'i (aE (x)) = a*x

está bien definida y es biyectiva.

Demostración. Como e ♦ x = x, es claro que e E E (x) para todo x E X.
Por otra parte, si a,b E E(x) entonces (ab) * x = a* (b*x) = a * x = x,
y también ab E E (x). Finalmente, si a G E (x) entonces x = e * x =
a~^ * (a* x) = a~^ * x, así que a~^ E E(x). Para establecer la última
afirmación hay que demostrar que si a, 6 G G entonces aE (x) = bE(x) si
y sólo si a * X = 6 * X, pero esto es obvio, pues ambas afirmaciones son
equivalentes a b~^a G E (x) .•

Ahora, como e »x = x para todo x GA", se tiene que x eO{x), así que
O (x) 0 y

X=yjO{x). M
lex

Demostraremos que {O (x) :x GA"} es una portzción de X, osea, que O(íc)C
O (y) = 0 si O (x) 0(y). Esto es parte del siguiente teorema.

Teorema 9.2. Si G opera sobre X, las afirmaciones siguientes son equiva
lentes para x,y E X :

1. xEO{y).

2. yEO(x).

3. 0(x) = 0(y).

4. 0(x)n0 (y) jí 0.

Demostración. Decir que x E 0(y) es equivalente a decir que x —a*y para
algún a GG, lo cual equivale a que y = á~^*x, osea, a que y E 0{x). Esto
demuestra que (1) y (2) son equivalentes. Demostremos que (2) implica (3).
En primer lugar G (x) C G(y), pues si z GG (x) entonces z = b*x, 6GG,
y, como x = a*y, para algún a E G, entonces z = (ba)*y, así que z E 0{y).
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Teniendo aJioraen cuenta que y = se demuestra, de la misma msinera,
que O (y) Q O (x). Para ver que (3) implica (4), obsérvese simplemente que
si O (x) = O (y) entonces x € O (y), así que x € O (x) n O (y). Veamos
finalmente que (4) implica (1). Pero esto es obvio, pues si z E 0{x)r\ O (y)
entonces z = a *x = b*y, a,b E G, de \o cual x = (a~^6) *y E O {y) .•

Se deduce que 0{x) = O {y) si y sólo si 0(x) C O {y). Además:

Corolario 9.1. Si X es finito y C Q X tiene con cada órbita un único
elemento en común, entonces C es finito, [G : E (x)] es finito para todo
x E X, y

= (x)) = Yl[G-.E (x)], (9.6)

donde ^ (A) denota el número de elementos del conjunto A.

Demostración. Que [G : E{x)] es finito resulta del teorema 9.1, del cual
resulta además que # {O (x)) = [G : E (x)] .•

Definición 9.3. La relación (9.6) se conoce como la ecuación orbital o la
ecuación de clases de la acción de G sobre X.

Definición 9.4. Si G opera sobre X, el conjunto de los elementos de G que
dejan estable a todo elemento de X se denomina el estabilizador de X y se
denota con E (X). Así,

B(A:)= f| BW. (9.7)
xex

A su vez,

^ (A^) = {xgA' : a* X= Xpara todo a E G} (9.8)
se denomina el subconjunto estable de X y, a, veces, el centro de X.

Nota 9.3. Evidentemente E (X) es un subgrupo normal de G, núcleo del
epimorfismo $ : G —> Qdescrito en la nota 9.1. Entonces G/E (X) wQ,
y ^ es un isomorfbmo si y sólo si E (X) = {e}, en cuyo caso la acción de
G puede reemplazarse por la de

Definición 9.5. Si G opera sobre X de tal manera que E (X) = {e}, se
dice que G opera fielmente sobre X.

Teorema 9.3. Si G actúa sobre X, las afirmaciones siguientes para x E X
son equivalentes:
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1. xeZ{X).

2. O (x) = {x} .

3. E{x) = G.

Si además C es un subconjunto de X que tiene en común con cada órbita
de X un único elemento, entonces Z (X) C C.

Demostración. Resulta inmediatamente de (9.8). •

Corolario 9.2. Si G opera sobre X y X es finito, la ecuación (9.6) puede
escribirse en la forma

# (X) = # (Z (A-)) + IG : B {x)|,
x€C'

(9.9)

donde C = C\Z (X) y C tiene con cada órbita un único elemento en
común.

Nota 9.4. Si G opera sobre X por (a, x) —» a*x, a € G, x € A, y íTesun
subgrupo de G, también H opera de manera natural sobre A por {a, x) —*
a*x,aEH,xEX, acción que se conoce como la acción de H sobre X
inducida por la acción de G. Si Oh (x) y Eh (x) denotan respectivamente
la órbita y el estabilizador de x € A bajo la acción de H inducida por
la acción de G, es claro que Oh (x) C 0{x) y que Eh (a?) = £?(x) n H.
Por otra parte, H/Eh (x) = H/E (x) n íT se corresponde biyectivamente
con Oh (x) mediante la aplicación 'i'j; : H/Eh (x) —> Oh (®) dada por

{(^Eh (x)) = a * X, a E H. Nótese también que Zh (A), el centro de A
para la acción inducidade H sobre X, contiene a Z (X) : Z (X) C Zh (A).
Sin embargo, en general, Zh (A) Z (X). Así, si fí = {e}, Zh (A) = X,
pero sólo raramente Z (X) = X cuando G {e} (véase, al respecto, el
ejemplo 9.1, más adelante). Para la acción de ff sobre A, la ecuación de
clases toma, cuando X es finito, la forma

lff:E(x)nH] = #(ZH(X))+ ^ lff:E(x)nff],
xeCn

(9.10)
donde Ch Q X tiene con cada órbita Oh (x) un único elemento en común
y donde = Ch ^ Zh (A).
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Examinaremos ahora varios ejemplos notables de grupos de operadora.

Ejemplo 9.1. Si (G, •) es un grupo y ií es un subgrupo de G, H opera
sobre X = O mediante la ley

(*) : HxG
(a,x) I

G

a * X = ax

En este caso O(x) = Hx = {ax : a € H} , es la clase lateral derecha de H
enx,y E (x) = {e}, puessi ax = x para algún x € G, necesariamente a = e.
La ecuación de clases toma, cuando G es finito, la forma obvia

#(G) = [G:ií]-o(ií), (9.11)

pues si C tiene con cada órbita un único elemento en común entonces

# (^) = [^ '• H], y (JD (x)) = # {Hx) = o{H) para todo x G G. Para
esta acción Z {X) = G si H = {e} y Z {X) = 0 si H jí {e} , mientras que

, así que H opera fielmente sobre G (Definición 9.5)

Ejemplo 9.2. Sean G un grupo y 5 el conjunto de los subgrupos de G.
Entonces G opera soire «S por conjugación, es decir, mediante la acción

{*) GxS

{a,H)>
' o

• a* H = aHa~^.

En este caso E{H) se denota con N (H) y se denomina el normalizador de
Hen G. Nótese que N(H) = {a GG:aHa~^ = ií} es un subgrupo de G,
y es claro que H es un subgrupo normal de N {H) (pues aHa ^ = H para
todo o GiV {H)). Evidentemente H es normal en G si y sólo si N (H) = G.
Si íí es im subgrupo de G y o G G, se dice que aHa~^ es un conjugado

H, y entonces O{H) es la clase de conjugación de H en G y se denota
con CL{H). Como es claro CL(H) = {H} si y sólo si H es normal en
G, así que Z (<S) es la clase de los subgrupos normales de G. Si G es finito
entonces

#(s) = j;;#(CL(/f)) (9.12)
hgc

donde C tiene con cada clase CL {H) un único elemento en común, y, como
^{CL {H)) = [G : N (Jí)], entonces

# (5) = 5] (G :W(fí)) = # (^(5)) + 53 [G : (ff)] (9.13)
H&C HeC
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donde G' = C \ Z (5).

Ejemplo 9.3. Más frecuentemente que sobre la clase S de todos los sub
grupos de G, se considera la acción de G sobre subclases propias Sq de S.
Las clases deben ser tales que aHa~^ G«So si ií G«Sq y a G G (por ejemplo,
subgrupos de un orden dado). En este caso Z («So) = Z («S) D¿o es la clase
de los subgrupos normales de G en 5o, y si G es finito, G es como en el
ejemplo 9.2, y Go = Gn5o, entonces

# (So) = E I® • W1 = # (z (5o)) + E I® • (8-")

donde Cq =

HeCo H&C'q

Go \ Z (5o). Si ÍT es im subgrupo de G, también K opera
sobre 5o mediante la sicción inducida por la acción de G, y es evidente que
Ek {H) = Nk (H) = K r\N {H) para todo H G 5o. La ecuación (9.14) es
aún válida sustituyendo en todas partes a G por K, a. N {H) por N {H)r\K, a
Go porunaclase que tenga con cada órbita CLk{H) = {oífa"^ :a GÍC} un
único elemento en común, y a Z (5o) por Zk (5o) = {ií G5o : aHa~^ = H
para todo a G K}. Como es claro Z (5o) C Zk («5o) >pero en general, son
diferentes.

Ejemplo 9.4. Si (G, •) es un grupo, G opera sobresí mismo por conjugación,
es decir, por medio de la acción

(*): GxG

(a,x) -1
o * X = axa

En este caso E (x) se denota con G (x) y se denomina el centralizador de x en
G. Como es claro, G (x) y es un subgrupo de G. A su vez, O (x) se denota
con CL (x) y se denomina la clase de conjugación de x o la. clase de los
conjugados de x en G (si a,x e G, se dice que axa~^ es un conjugado de x
en G): CL (x) = {axa~^ : a GG}. Como esclaro, # {CL (x)) = [G : G(x)].
Además, en este caso

E(G) = Z(G)= (9.15)
x^G

y el centro Z (G) de G es así un subgrupo normal de G. Además, (Z (G), •)
es obviamente un grupo abeliano y G es abeliano si y sólo si G = Z (G). Si
G tiene un único elemento en común con cada clase de cojugación CL (x),
X E G, y G es finito, entonces

o(G) = E 1® :C(x)l =o(Z(G)) + E 1® :®(^)l
leC *€C'

(9.16)
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donde C = C ^ Z (G). Nótese que, dado que CL(x) = {x} para todo
X G Z (G), se tiene que Z (G) C C. Por otra parte, si H es un subgrupo
de G y ií opera sobre G por conjugación, es decir, por medio de la acción
inducida por la anterior acción de G, entonces Eh (a:) se denota con Oh (a:),
y es claro que Ch (a;) = C (x) n H. Si G es finito se tiene entonces que

o(G)= [H •.HC\C{x)\ = o{Zh{G))-\- \H-.HnC{x)] (9.17)
H

donde Z}j (G) = {x € G: axa ^~ x para todo a € ií} es el centro de G
para tal acción, Ch tiene con cada clase de conjugación

Gh(x) = CLh(a;) = {axa~^ : a€ H} , x € G,
un único elemento en común, y G'h —Gh \ (G) • Obsérvese además que
Oh(x) C o (x) para todo x e G y que Z(G) C Zh (G) , pero, en general,
^«(G) ^iínZ(G).

Ejemplo 9.5. Si (G, •) es un grupo y ií es un subgrupo de G, G opera
sobre el conjunto G¡H de las clases laterales izquierdas de H mediante

{*)

En este caso

GxG/H
{a,bH) y

yG/H
a * {bH) = {ab) H.

-1E {bH) = bHb (9.18)

0{bH) = G/H, (9.19)
para todo 6 e G, pues dado c € G siempre existe a € G tal que ab = c,
así que^ opera transitivamente sobre G/H (definición 9.2). Como es claro,
G¡bHb está en correspondencia biyectiva con G/Hmediante laaplicación
<p{a{hHb~^)) = {^ab)H. Además

E{G/H) = p| bHb-^ (9.20)
b&G

es un subgrupo normal de G contenido en H, Z {G/H) = {G} si ií = G, y

Z {G/H) = 0 (9.21)

si H ^ G. La correspondiente ecuación orbital se reduce a

#(G/íf) = [G;ií]. (9.22)
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La teoría de los grupos de operadores es útil en diversos campos, incluyendo
temas tan diversos como las ecuaciones diferenciales no lineales y los sis
temas dinámicos. Los espacios homogéneos de un grupo, conjuntos sobre
los que éste actúa fiel y transitivamente, son importantes en la teoría de
los grupos topológicos y, en especial, en la de los grupos de Lie] y los espa
cios ajines, espacios homogéneos del grupo aditivo de im espeicio vectorial,
constituyen el marco natural de muchas ideas geométricas. En el próximo
capítulo examinaremos algunas aplicaciones de los grupos de operadores a
la teoría misma de los grupos.

EJERCICIOS

9.1 Con respecto al ejemplo 9.1, verifique en detalle que o *x = ax define
bien una acción de H sobre G, que O (x) = Hx y que E (x) = {e}.

9.2 Conrespecto a la nota 9.4, demuestre que enefecto Eh (®) = ^ {x)r\H
y que (px es biyectiva para todo x e X. Dé ejemplos en los cuales
Oh {x) O (x) para algún x e X y Zh {X) ^ Z {X) n H.

9.3 Verifique, en el ejemplo 9.2, que a* H = aHa~^ es en efecto ima
acción de G sobre S, que H es un subgrupo normal de N {H) y que
N {H) = G si y sólo si íí es normal en G. Demuestre también que
O {H) = {H} es equivalente a afirmar queH esnormal enG. Verifique
finalmente que si Sn es la clase de los subgrupos de G de orden n, G
actúa sobre Sn por conjugación (ejemplo 9.3) y que E {H) paraesta
acción es aún N {H) para todo H E Sn-

9.4 Sean(G, •) un grupo que opera sobre un conjunto X mediante (*) y
^ : G —* J^q{X) definida por ij) {a) = ^oi donde ipa{^) o, *x
para todo x E X. Demuestre que tf) estábien definida (o sea que
"fpa G í-^))) un homomorfismo (es decir, ^
G) y ker = E (AT). Concluya que si X es finito con n elementos,
o{G/E{X)) divide a n!. Dé un ejemplo en el cual E{X) # {e},
así que no es un monomorfismo y G no es isomorfo a ip{G) =
{^o • a E G} = Q (nota 9.1).

9.5 Demuestre que si H es un subgrupo de Gy Gopera sobre G/H como
en el ejemplo 9.5, las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) H es un subgrupo normal de G.

b) E {bH) = H para todo b E G.
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c) E{G/H) = H.

9.6 Supóngase que (G, •) es un grupo, que íí es un subgrupo de G con
n = [G : ií] < oo, y que G es infinito o que G es finito pero o (G) | n!.
Demuestre que existe im subgrupo normal N de G tal que N Q H,
que N ^ {e} y que [G: iV] < co. Demuestre además que [G : H]
divide a [G : TST], y concluya que si n = 2 entonces H es normal en G.
{Indicación. Considere la acción de G sobre G/H del ejemplo 9.5 y
use el ejercicio 9.4).

9.7 Demuestre que si (G,•) opera sobre un conjunto X de tal manera que
dados x,y E X siempre existe a 6 G tal que a * x = y, entonces G
opera transitivamente sobre X (definición 9.2).

o)

b)

c)

d)

e)

Demuestre que si X ^ 0, G opera transitivamente sobre A" si y
sólo si 0(x) = X para algún x E X, en cuyo caso 0{x) = X
para todo x E X.

Demuestre que si ií es un subgrupo de G y G opera sobre X =
G¡H como en el ejemplo 9.5, entonces G opera transitivamente
sobre X.

Demuestre que si G opera transitivamente sobre X ^ 0, existen
xo G X y un subgrupo H de G tales que la aplicación (p {aH) —
a* xq estábien definida y aplica biyectivamente G/H sobre X.
¿Qué es H7.

Si G,X,H son como en (c) y x G X, demuestre que E(x) =
bHb~^ para algún 6GG.
Supóngase que G,X,H y ip son como en (c) y que G opera sobre
G/H como en el ejemplo 9.5. Demuestre que si ^ : G x G/H —>
G XX es la. aplicación ip{a,bH) = {a,<p{bH)), entonces •0 es
biyectiva y el diagrama

(*) : G XG/H
i V

{*):GxX

G/H
i <P
X

es conmutativo, así que ip{a* (bH)) = a*ip{bH). Concluya que
toda acción transitiva sobre un conjunto no vacío X es, en esencia,
la acción de G sobre G/H descrita en el ejemplo 9.5. Es decir,
X puede identificarse con G/H para un subgrupo apropiado H
de G, de tal manera que la acción sobre X se identifique con la
acción sobre G/H dada en el ejemplo 9.5.
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9.8 Seein M y N subgrupos de G. Demuestre que aún si ningunodeM ÓN
es un subgrupo normal de G, la aplicación : M/M DN —* MN/N
dada por tp (x (M DN)) = xN, x E M, estábien definiday es biyectiva.

9.9 Se dice que un grupo G opera fielmente sobre un conjunto X (Defini
ción 9.5) si G opera sobre X y E{X) = {e}. Demuestre que si G
opera sobre X y i) es como en el ejercicio 9.4, G opera fielmente sobre
X si y sólo si i/) es un monomorfismo, es decir, un isomorfismo de G
sobre i¡){G). Concluya que si G opera fielmente sobre X y X es finito
con n elementos, también G es finito y o (G) divide a n!. Dé un ejem
plo en el cual X tenga n elementos, o (G) = ni y G opere fielmente
sobre X.

9.10 Demuestre que todo subgrupo G del grupo !Fo (X) de las aplicaciones
biyectivas de X en sí mismo, opera fielmente sobre X mediante la
operación (/, x) —• / (x), f e G, x E X, y que W opera fiel
y transitivamente sobre X, así que X es un espacio homogéneo de
(^o(X),c).

9.11 Demuestre que si G opera sobre G/H como en el ejemplo 9.5 y üí no
contiene ningún subgruponormal TV de G, JV 96 {e}, entonces G opera
fiel y transitivamente sobre G/H.

9.12 Demuestre quesi (G, •) es un grupo y ií esunsubgrupo deG, H opera
fielmente sobre G mediante (a,x) —> ax,aE H,xE G. Concluya que
H es isomorfo a unsubgrupo del grupo (Jb (G),o), yque esto es cierto,
en particular, si H = G (teoremade Cayley). Demuestre además que
H opera transitivamente sobre G si y sólo si H = G. Suponga ahora
que G es finito y que p = [G : ií] es el primo más pequeño que divide
a o (G). Demuestre que H es normal en G. {Indicación. Considere
la acción de G sobre G/H del ejemplo 9.5.)

9.13 Sea Q = GLn{K) el grupo multiplicativo de las matrices no singulares
de orden nxn sobre íf = Q, K, C; E = Kn, el conjunto de matrices
n X1 sobre K (vectores columna de orden n). Demuestre que Qopera
fiel y transitivamente sobre E mediante la ley M * x = Mx, M E Q,
x E E. Para x E E, describa E (x) para esta acción.

*9.14 Sean {E, +) el grupo aditivo de un espacio vectorial sobre ÜT = Q, IR,
C, X un conjunto. Si {E, +) opera sobre X de tal manera que dados
x,y E X siempre existe un único a E E tal que a* x = y, se dice que
X es un espacio afín sobre E. Demuestre que si X es un espacio afín
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sobre {E, +) entonces es un espacio homogéneo del grupo (jB, +).
(nota. Si X, y E X, es usual denotar con xy al único a € E tai que
a*x = y. Se dice que es el vector libre de origen x y extremo y.)

*9.15 Sea X = = {(xx, ...,a;n) :xi€ K, i = 1,2, ...,7i} , donde K
K, C, y sea como en el ejercicio 9.13. Defina Kn x X —
(o, x) —* o * X, por

X,

ai

* (xi,..., Xfv) —(tti "h Xi,..., Ofi Xfi).
On

Demuestre que X es un espacio afín (ejercicio 9.14) del grupo aditivo
(•fí^n,+), y que si x= (xi,...,Xn), y= iyi,-,yn) entonces

xy =

yi -xi

Vn

9.16 Sea {E, +) el grupo aditivo de un espacio vectorial sobre = Q, E,
C. Demuestre que (£^,+) opera sobre X = E mediante la acción
a*x = a + x, y que para esta acción, X es un espacio afín (ejercicio
9.14) de {E, +). Verifique que para esta acción, xy = y —x.

Capítulo 10

La teoría de Sylow

Consideraremos en este capítulo algimas aplicaciones de los resultados del
capítulo 9. Estas aplicaciones, que conforman la llamada teoría de Sylow,
se resumen en cuatro teoremas, los célebres teoremas de Sylow, que repre
sentan esfuerzos por encontrar recíprocos parciales del teorema de Lagrange
en el caso no conmutativo y están en los orígenes del gran caudal de in
vestigaciones que, como lo mencionamos en el capítulo 8, condujeron, en la
década de los años setenta del pasadosiglo, a la clasificación completa de los
denominados grupos finitos simples, los pilares sobre los que se construyen
todos los grupos. La exposición que sigue, basada en la teoría de losgrupos
de operadores, toma ideas de [8], [10], [15], [16], [17] y [22].

Definición 10.1. Si {P, *) es un grupo, p es un primo y o(P) = n > O
un entero, se dice que P es un p—grupo.

Definición 10.2. Sean {G, •) un grupo finito y p un número primo. Si H
es un subgrupo de G de orden p", n > Oun entero, se dice que P es un p—
subgrupo de G. Si p" es la máxima potencia de p que divide a o (G), se dice
que H es un p—subgrupo de Sylow de G.

Si p t o (G), el único p-subgrupo deG es {e}, suorden es 1= p®, y es el
único p-subgrupo de Sylow de G. Si p | o (G) y o (G) = mp", donde n > 1 y
p\m, los subgrupos dq Sylowde G, si los hay, tendrán orden p", y cualquier
otro p-subgrupo de G tendrá orden p*', O< k <n. Como es evidente, si H
es un p-grupo y N es un subgrupo de H, también iV es un p-grupo.

Nota 10.1 Obsérvese que si p es un primo y P es un p—subgrupo de Sylow
de G, entonces p f [G : P]. Si a e G y o (a) = p*'. A: > 1, se dice que a es un
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p-elemento de G. Si G es un p—grupo, todo elemento a € G, a 7^ e, es un
p-elemento. Lo recíproco es también cierto y será consecuencia del teorema
siguiente.

Teorema 10.1 {Primer teorema de Sylow)). Sean (G, •) un grupo finito, p
un primo, p", n > O, /a máxima potencia de p que divide a o (G). Entonce
G tiene, para todo 0<k<n, un subgrupo H de orden p''.

Demostración. Haremos inducción sobre o (G). La afirmación es clara si
o (G) = p^, m = 0,1, los mínimos valores posibles de o (G). Supongamos
entonces que la afirmación es válida para todo grupo G' con o (G') < o (G),
y demostrémosla para G. Escribamos la ecuaoión (9.16) en la forma

o(G) = o(Z (G)) + ^ [G :G(a)] (10.1)
aec

donde G' = G \ Z(G) y G tiene con cada clase de conjugación CL{x),
a: € G, un muco elemento en común. Como es claro, o(G(a)) < o (G) para
todo a 6 G', así que si p | [G : G(a)], en cuyo caso p" | o (G (a)), G(o)
tendrá, para cada O< A: < n, un subgrupo H de orden p^. Como H es un
subgrupo de G, el teorema quedará demostrado en este caso. Supongamos
entonces que p | [G : G(a)] para todo a € C'. Como entonces p | o (G), se
tendrá que p | o(Z(G)), y como Z (G) es abeliano, el teorema de Cauchy
(teorema 4.3) garantiza la existencia de a € Z(G) con o(a) = p. Sea
iV" = [a]. Como N CZ(G), ÍV es un subgrupo normal de G, y si G' = G/N
entonces o(G') < o(G), y lamáxima potencia dep que divide a G' seráp"~^
Por la hipótesis de inducción, G' tendrá, para todo 0<fc<n —1, un
subgrupo H' de orden p^. Pero, por lo dicho en la nota 6.1, existe un
subgrupo íí de G tal qne N C H y que H/N « H', así que o{H) = p'̂ ^^
Entonces, G tendrá subgrupos de orden p^ para todo 1 < fc < ti. Esto
demuestra el teorema. •

Nota 10.2. Si o(G) = mp" donde p| Tn, puede ser que no existan subgrupos
H áe G con o{H) = m.

De la demostración del teorema 10.1 se deduce el siguiente corolario.

Corolario 10.1. Si p es un primo, (G, •) es un p—grupo y o(G) > 1,
entonces Z (G) 7^ {e} .

Demostración. Considérese para G la ecuación (10.1). Como o(G(a)) <
o(G) para todo a 6 €', entonces p | =G(a)]. Como p | o(G),

oec

entonces p | o (Z (G)). •

J
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El corolario siguiente es el segundo teorema de Sylow.

Corolario 10.2. {Segundo teorema de Sylow) Si p es un primo y o (G) =
P") 71 > O, entonces G tiene, para todo O< k < n, un subgrupo normal de
orden p^.

Demostración. Que G tiene subgrupos de orden p^, para todo O< fe < n,
es consecuencia del teorema 10.1. Aqm' demostraremos que tales subgrupos
pueden tomarse normales (cuando G es un p—grupo). Procederemos por
inducción sobre n. La afirmación es clara si n = 0,1. Supóngase entonces
que n > 1 y que o (Z (G)) = p"*. Entonces, por el corolario 10.1, m > 1,
y como Z (G) es normal en G, G' = G/Z (G) es im grupo de orden p**"*".
Como n —m < n, G' tendrá, para todo 0<A:<7i —m, un subrupo normal
H' de orden p*^. Pero por el corolario 6.1 y la nota 6.1, existe unsubgrupo
íí de G tal que Z (G) Q H y que HfZ (G) w H', y como H' es normal,
también H puede tomarse normal en G. Esto demuestra que para todo
Tn < k < n, existe un subgrupo normal H deG con o{H) = p*^. Pero, como
Z (G) es abeliano, Z (G) tendrá, para todo O< A: < m, un subgupo H de
orden p*^, (corolario 6.4) y, como H Q Z (G), H será un subgrupo normal
de G de orden p*^, O< k < m. •

Corolario 10.3. Si p es un primo y todo elemento e de ungrupo finito
G es un p— elemento, entonces G es un p—grupo.

Demostración. Si existiera un primo q, q ^ p, tal que q | o(G), G tendría
un q—elemento. •

Para establecer el siguiente teorema de Sylow, necesitaremos algunas
observaciones que, por fáciles de demostrar, no dejan de ser curiosas, in
teligentes e importantes.

Lema IQ.l. Sean G un grupo finito, p un primo, P un p-subgrupo de
Sylow de G, N{P) = {a eG: aPa~^ = P}, su normalizador. Si H es un
p—subgrupo de G y H C N {P), entonces H CP.

Demostración. Como P es evidentemente un subgrupo normal de N (P),
HP es un subgrupo de N (P) (y, de G), y PP/P » H/H n P, de lo cual
o{HP) = o (P) • [ií : P n P]. Pero evidentemente [P : P DP] es imapo
tencia de p, así que HP es un p-grupo. Como P C HP, necesariamente
HP = P, y [P : P n P] = 1. Entonces P n P = P, de lo cual P C P. •



210 10. LA TEORIA DE SYLOW

Corola^rio 10.4. Sean G un grupo finito, p un primo, H un p—subgrupo
de G, P un p—subgrupo de Sylow de G. Entonces,

N{P)nH = Pr\H. (10.2)

Demostración. H' = N (P) Pl H entonces H' es un subgrupo de H y, por
lo tanto, un p—subgrupo de G. Como H' Q N (P) entonces H' C P, de lo
cualH' = PnH' = PnN{P)nH = PnH. •

Nota 10.3. Obsérvese que si P es un p— subgrupo de Sylow de G, todo
conjugado aPá~^ de P también lo es. Del lema 10.1 se deduce que si P es un
p—subgrupo de Sylow de G, los únicos p—elementos a de G que normalizan
a P, es decir, que aPa~^ = P, son los propios elementos de P.

Sea CL (P) el conjuntode losconjugados de P en G, CL (P) = {aPa~^ :
a 6 G}, así que ^CL{P) = [G : Ar(P)] (ejemplo 9.3). Sea H un subgrupo
de G y considérese la acción de H sobre CL (P) por medio de
HxC (P) —> C (P) dadapor (o, Q) —* aQa~^, a ^ H, Q E CL (P). Sean
E (Q) = N}i (Q) y CLh (Q) = {aQa~^ :a EH} el estabilizador y laórbita
de Q e CL (P) para esta acción. Sean CLh (Qi) ,..., CLh (Qi) >Qi = P,
las diferentes órbitas posibles. Como evidentemente Nh (Q) = N (Q) n H,
se tiene que

(G :N(P)l =#(CL (P)) =¿; |ií:Jí nJV (Qt)]. (10.3)
jfc=l

Esto es consecuencia de la ecuación (9.6). El siguiente es el tercer teorema
de Sylow.

Teorema 10.2 {Tercer teorema de Sylow). Sean (G, •) un grupo finito, p
un número primo. Entonces

1. Todo p—subgrupo de G está contenido en algún p—subgrupo de Sylow
de G.

2. Todos los p—subgrupos de Sylow de G son conjugados.

Demostración. 1) Supóngase que P es un p— subgrupo de Sylow de G y
que H en (10.3) es un p—subgrupo de G. Claramente p f [G : iV(P)], pues
N (P) ^ P y p t [G : P]. Por otra parte p | [H •. H r\N (Qik)], donde los
Qk son como en (10.3), a no ser que [H : H D N {Qk)] = 1- Pero, en virtud
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de lo anterior, esto último debe ocurrir para íilgún 1 < fc < 1, de lo cual
H nN (Qk) = H, o sea, H C N (Qk), así que H CQ^ (lema 10.1). Como
Qk, siendo un conjugado de P, es unp—subgrupo deSylow de G, (1) queda
demostrado.

2) Sean P y Q p—subgrupos de Sylow. Como Q es un p—subgrupo de
G, existe, en virtud de la demostración de (1) con H = Q,nD. conjugado P'
de P tal que Q C P', de lo cual Q = P'. Entonces, Q es im conjugado de
P. •

Nota 10.4. Obsérvese que el teorema 10.2 asegura que si 5 (p) es la clase
de los p—subgrupos de Sylow de G entonces

S{jp) = CL{P) (10.4)

cualquiera que sea P E S (p). En otras palabras, G opera transitivamente
sobre S (p) por conjugación (definición 9.2). Nótese de paso que elestabi
lizador E (S (p)) de la acción de G sobre S (p) es

-1E(S(p))= Pl iV(Q)= f]x;Sf(P)a;
QeS(p) xeG

(10.5)

cualquiera que sea P E S (p), y es un subgrupo normal de G. La última
igualdad en (10.5) resulta de observar que que xN{P)x~^ = N (xPx~^)
para todo x e G. Como es claro entonces, E {S (p)) = G si y sólo si algún
P E S (p) es normal en G, lo cual ocurre si y sólo si CL(P) = {P} = S(p).

De la conjugación de los p-subgrupo de Sylow o de la observación an
terior se deducen entonces los siguientes corolarios del teorema 10.2.

Corolario 10.5. Si (G, •) es un grupo finito y p es un primo, las afirma
ciones siguientes son equivalentes:

1. G tiene un único p-subgrupo de Sylow.

2. G tiene un p-subgrupo de Sylow normal.

Corolso-io 10.6. Si (G, •) es un grupo abeliano finito, G tiene, para cada
primo p, un único p-subgrupo de Sylow.

Corolario 10.7. Sea (G, •) un grupo de orden p"^ ••-pJíí", donde los pi son
primos distintos, i = 1,2, ...,m. Supóngase además que para cada primo p.
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G tiene un único p—subgrupo de Sylow, y sean Pi,Pm los p—subgrupo de
Sylow de G correspondientes en su orden a los primos pi, ...,Pm- Entonces
G es el producto directo de los grupos Pi, i= 1,2,

Demostración. Los Pi son normales en G y si P, es el producto de los Pj,
j i, es claro que Pj (1 Pi = {e} . Como además o (Pi) o (P2) • ••o (Pm) =
o (G), la afirmación es clara. •

Nota 10.5. Más aún, bajo las hipótesis del corolario 10.7, si 1 < ii ^ ¿2 <
... < ii < m, G tiene un subgrupo normal H de orden p^^^ • • •Pi,*', i.e.,
H = PilPia • •*Pt,. Es posible demostrar, de hecho, que G tiene subgrupos
normales de orden m, para todo m ) o(G) (véase el capítulo 12).

Finalmente tenemos

Corolario 10.7. Si (G, •) es un grupo de orden p^, donde p es un primo,
entonces G es abeliano.

La demostración resulta inmediatamente del siguiente lema, del corolario
10.1 (o sea, de [G: Z (G)] = l,p), y del hecho de que todo grupo de orden
primo es cíclico.

Lema 10.2. Si (G, •) es un grupo y H es un subgrupo de G tal que H C
•^(^) y gue G/H es cíclico, entonces G es abeliano.

Demostración. Como es claro, H es normal en G. Supóngase que G/H =
[a], donde a = aH, o € G. Si 6, c € G entonces b = a^h, c = donde
m,n E Ti y hyh' & H. Entonces ab = á^'^^hh' = ba, pues h,h' E Z(G),
así que a"* y a" conmutan con h y h', los cuales, a su vez, conmutan entre
si. •

Consideremos ahora el cuarto y último teorema de Sylow.

Teorema 10.3 {Cuarto teorema de Sylow). Sean (G, •) un grupo finito, p
un número primo, n (p) el número de p—subgrupos de Sylow de G. Entonces
n (p) es un divisor de o (G) y

n (p) = 1 (mod p) (10.6)

Demostración. Sea P G «S (p), un p—subgrupo de Sylow de G. Como según
(10.4), S{p) = CL (P), se tiene que n{p) = {jp) = [G •. N (P)], así que
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n (p) Io (G). Por otra parte, si en (10.3) tomamos H = P, obtenemos

|G:JV(P)j=¿|í>;í'nA?(Q4)| (10.7)
fc=l

donde los Qk, k = 1,2, ...,l, Qi = P, generan las distintas órbitas de CL (P)
bajo la acción de P. Obsérvese que los Qk sonp—grupos de Sylow. Como
p t [P : P n AT (Qjfc)] si y sólo si (P : P DiV (Qfc)] = 1, es decir, si y sólo si
PdN (Qk) = P = PnQfc = Qk, o sea,si y sólo si A: = 1, la últimaafirmación
resulta entonces de

n(p) =H-¿[P:PniV(Qfc)], (10.8)
k=2

la cual resulta, a su vez, de (10.7), y completa la demostración. •

Si resulta ser Z= 1, la sumatoria en (10.7) deberá tomarse igual a 1y la
de(10.8) deberá tomarse nula.

Como una consecuencia importante del anterior teorema, tenemos el
siguiente corolario.

Corolario 10.9. Si (G, •) es un grupo finito de orden pq, donde p <g
primos tales que p\ {q —1), entonces G es cíclico.

Demostración. Como n(p) | o(G), las únicas posibilidades para n(p) son
n(p) = 1>P» í> P9- Sea entonces P un p—subgrupo de Sylow de G. Clara
mente no puede sern (p) = pq, pues p\pq—l. Tampoco puede ser n (p) = Pi
pues p \ (p —1). Finalmente, como p \ {q —1), ri{p) ^ q- Entonces
^ (p) = 11 y P es el único p—subgrupo de Sylow de G, de lo cual es normal
en G. Por otra parte, si n (5) es el número de g—subgrupos de Sylow y Q
es uno de ellos, n{q) = \G : N (Q)] = l,p. Si n{q) = l entonces N{Q) = G
y Q es normal en G. Por otra parte, no puede ser n (g) = p, pues debería
tenerse que q | (p —1), lo cual es absurdo. Entonces P y Q son normales
en G, de lo cual resulta que si P = [o] y Q = [6] entonces ab= ba, y de esto
se deduce fácilmente que o (a6) = pq. Entonces, G es cíclico. •

Se deduce, por ejemplo, que sólo hay esencialmente un grupo de orden
15: el grupo cíclico Z15. Lo mismo es cierto de los grupos de orden 35: sólo
Z35. Esto no vale, sin embargo, para los grupos de orden 6, pues 2| (3 —1),
y, como sabemos, hay al menos dos de tales grupos: el cíclico, Ze, y el grupo
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simétrico 53, el cual no es abeliano. Nótese que S3 tiene, en efecto, tres
subgrupos de Sylow de orden 2.

Veamos algimas aplicaciones de la teoría de Sylow en la clasificación
de los grupos. En lo que sigue debe tenerse en cuenta que si mn ^ O,

XZ„ « Zmn si y sólo si mcd(m,n) = 1, pues si s =mcm(m, n), el orden
de (1,1) como elemento de Zm x Zn es s : o(l, 1) = s.

Ejemplo 10.1 Si p es un primo, sólo hay esencialmente dos grupos G de
orden : Zp2 y Zp x Zp. En efecto, G es abeliano (corolario 10.5), y basta
aplicar los resultados obtenidos en el capítulo 8. Nótese que Zp x Zp no es
cíclico, pues todo elemento de Zp x Zp, distinto del elemento neutro, tiene
orden p. En particular, Z9 y Z3 x Z3 son esencialmente los únicos grupos
de orden 9.

Ejemplo 10.2. Sólo hay esencialmente dos grupos G de orden 45: ZgXZ5 w
^45 y ^3 XZ3 XZ5 w Z3XZi5, ambos abelianos. En efecto, si o (G) = 45, G
tiene, dado que 3 -f 4, xm único subgrupo H (9) de orden 9. También, puesto
que 51 8 y 5f2, G tiene un único subgrupo H (5) de orden 5. Como H (9)
y H (5) son entonces normales en G, G es el producto directo de H (9) y
ff (5), y la afirmación resulta de lo dicho en el ejemplo 10.1. Es también
cierto que sólo existen esencialmente dos grupos de orden 99: Zg x Zn « Zgg
y Z3 X Z3 X Zn S3 Z3 X Z33, ambos abelianos.

Ejemplo 10.3. Sólo existen esencialmente dos grupos de orden 126 que
tengan un subgrupo normal de orden 2. Estos son Zg x Z7 x Zg y Z3 x Z3 x Z7x
Zg « Z3xZ4g, ambos abelianos. Nótese, al respecto, que Ze x Zgi Z3 xZ4g.
Como 2| 62, 2 I 20, 2 18 y 2| 6, hay varias posibilidades para grupos no
abelianos de orden 126.

Para terminar este capítulo, tenemos el siguiente teorema, frecuente
mente útil.

Teorema 10.4. Si (G, •) es un grupo finito y H es un subgrupo de G tal que
p =\G : H\ es el mínimo primo que divide a o (G), entonces H es normal
en G.

Demostración. Considérese la acción de G sobre GfH descrita en el ejemplo
9.5 y sea N = f) bHb~^. Como se establece en el ejemplo 9.5, N es el

b€G

estabilizador de G/H paraestaacción. Claramente N esnormal enGy JV C

J,
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H, así que (G : AT] > p, y si [G : iV] = p, entonces N = H y H será normal en
G. Sea : G —íFq (G/if) dada por ^ (a) = ipa, donde (bH) = (ab) H
para todo 66 G. Claramente t¡) está bien definida (es decir, ipa € íFo {G/H))
y es un homomorfismo de G en (G/H) (o sea, ip {ab) = ipgj, = ipa°''Pb —
ip (a) ip {b)). Además ker {ip) = N, y G/N será isomorfo a un subgrupo de
Jio {G/H) , así que [G : AT] | p!. Pero, si fuera [G : N] > p, existiría un primo

Q\ {p —1)!, tal que q\ [G : AT], de lo cual q \ o(G). Como sería q < p,
esto es absurdo. Entonces, [G : AT] = p. •

EJERCICIOS

10.1 ¿Cuántos grupos no isomorfos de órdenes 35 y 65 existen?

10.2 ¿Cuántos grupos posibles no isomorfos de órdenes 10 y 14 tienen sub
grupos normales de orden 2?

10.3 Verifique que sólo existen dos grupos esencialmente distintos (no iso
morfos) de orden 6: 53 y Zg.

10.4 Sea (G, •) un grupo de orden p^g donde p > q son primos tales que
^ \ P ~ Demuestre que G es abeliano. ¿Qué se puede decir si
o(G) =p^q^,p> g-bl y gfp2-i?

10.5 Sean G un grupo finito, H un subgrupo normal de G, p un primo
y P un p—subgrupo de Sylow de G. Demuestre que ií fl P es un
p—subgrupo de Sylow de H y que HP/H es unp—subgrupo deSylow
de G/H.

*10.6 Sea G ungrupo finito talque, para todo primo p, todo p—subgrupo de
G es normal en G. Demuestre que para cada divisor mde o(G) existe
un subgrupo normal ií de G con o{H) = m. ¿Será esto aún cierto
si sólo se supone que los p—subgrupos de Sylow de G son normales?
{Resp: Sí.)

*10.7 Sean G un grupo finito, p un primo y P un p— subgrupo de Sylow de
G. Demuestre que N {N (P)) = Af (P). Más generalmente, demuestre
quesi H esunsubgrupo de Gtalque N (P) CH, entonces N{H) = H.

10.8 ¿Puede dar ustedejemplo deungrupo infinito en elcual todo elemento,
salvo el elemento neutro, tenga orden p, p un primo?

*10.9 Sean p un primo, G un p—grupo no cíclico. Demuestre que existe un
subgrupo normal ií de G tal que G/H wZpXZp.
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10.10 Sea G un p—grupo de orden p", n > 1 (p, primo),
todo subgrupo de G de orden p"~^ es normal en G.

Demuestre que

10.11 Sean G un grupo finito, p un primo y P un p— subgrupo de Sylow de
G. Demuestre que si P es normal en G, existe un subgrupo H de G
tal que G = PH. Dé im ejemplo que muestre que no necesariamente
G P X H, aún si P"n P = {e} . Demuestre, sin embargo, que esto
último es cierto si P C Z (G)

10.12 Sean G un p—grupo (p, primo), P un subgrupo normal de G. De
muestre, que existe un subgrupo normal P de G tal que G = PP, pero
que no necesariamente G
primo.)

P XH. {Indicación. Considere Zp2, p un

*10.13 Sea G im grupo finito y supóngase que o {G) = P1P2P3 donde pi<P2 <
P3 son primos. Demuestre que si G tiene un subgrupo normal de orden
P2 entonces tiene también un subgrupo normal de orden pa.

*10.14 Sean G un grupo finito, p un primo tal que p | o (G) y que <p (a) = aP
es un homomorfismo de G en sí mismo. Demuestre que:

a)

b)

c)

G tiene un único p—subgrupo de Sylow.

Si P es el p—subgrupo de Sylow de G entonces P es normal en
G y existe un subgrupo normal P de G tal que G es el producto
directo de P y P.

Z(G)^{e}.

*10.15 Sea G un grupo de orden pgr, donde p < q < r son primos. Demuestre

а) G tiene un único r—subgrupo de Sylow.

б) G tiene un subgrupo normal de orden qr.

c) Si 91 (r —1), el g—subgrupo de Sylow de G es normal en G.

10.16 Sean p un primo, G un grupo de orden p", n > 1. Demuestre que G
es abeliano si y sólo si o{Z{G)) > p^~^, y que si o(Z(G)) > p" *
entonces G/Z (G) es abeliano.

-2

10.17 Demuestre que todo grupo de orden 30 tiene un y sólo un subgrupo
normal de orden 15 y que Z30 es esencialmente el único grupo de orden
30 con un subgrupo normal de orden 2. Verifique, en particular, que
Sz XZ5 no tiene subgrupos normales de orden 2.

i
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10.18 Demuestre que si un grupo de orden 36 no tiene subgrupos normales
de orden 3 entonces tiene subgrupos normales de órdenes 9 y 18.
{Indicación, ejercicio 9.6.)

10.19 Demuestre que si un grupo de orden 108 no tiene subgrupos normales
de orden 9 entonces tiene subgrupos normales de órdenes 27 y 54.
Demuestre también que si un grupo de orden 54 no tiene subgrupos
normales de orden 9 entonces tiene subgrupos normales de orden 6.

*10.20 Sean p un primo, G un p—grupo finito. Demuestre quesi N ^ {e} es
un subgrupo normal de G, entonces NnZ(G) ^ {e}.
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Capítulo 11

Grupos del tipo (^, q) y
grupos diedros

Haremos eneste capítulo una breve excursión en el problema de laexistencia
y clasificación de los grupos finitos no conmutativos: la búsqueda de ejem
plos concretos con los cuales comparar un grupo abstracto dado, colocándolo
dentro desu clase deisomorfía. Teniendo que ver con el problema de laexis
tencia de tales ejemplos, ésto mostraría, de paso, que muchos resultados de
la teoría de los grupos no son afirmaciones sobre objetos inexistentes. Des
afortunadamente, estos no son problemas fáciles, y sólo podremos analizar
casos sencillos (y no completamente), con el propósito de ilustra al lector
sobre la naturaleza del problema. Nos limitaremos así a los llamados grupos
del tipo (p,q) y, en particular, a los grupos diedros. Sólo paraestos últimos,
y para los primeros cuando p < q son primos, daremos resultados comple
tos de existencia e isomorfía análogos a los dados para los grupos cíclicos
(capítulos 2 - 6) y para los grupos abelianos finitos (capítulo 7).

El problema de la existencia de grupos con propiedades específicas se
aborda usualmente mediante la teoría de los llamados grupos libres (y de
los subgrupos y grupos cocientes de éstos determinswios mediante generar
dores y relaciones). Esta teoría, bastante abstracta, conduce generalmente,
para su concreción, a la llamada teoría de la representación de los grupos,
un tema relativamente avanzado de la matemática, que hace buen uso del
álgebra lineal y especialmente de la teoría de matrices, y que por tal razón no
podemos considerar aquí (véanse, sin embargo, los ejercicios 11.14 y 11.17,
para una muestra de su carácter).
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En lugar de lo anterior, nosotros estableceremos dos teoremas de exis
tencia de grupos, identificándolos como subgrupos de un grupo (5n, •) apro
piado. Paxa establecer ciertas relaciones necesarias recurriremos a algunos
resultados elementales sobre los grupos multiplicativos (Z*,-), donde n es
im primo y Z* = \ {0}, estando dado el producto por la relación

a •b = ab, a,b € Ti, (H-l)

donde a = a + nZ. Como a = r(a, n) + nZ, siendo r(a, n) el resto de dividir
a por n, se tiene que Zn = {0,1,2, ...,n - 1} y Z* = {T, 2, ...,n - 1}. Recor
damos (capítulo 5) que si a, 6 € Z, la relación a = 6(modn) significa que
á = b en Zn, es decir, que n | a —6. Por ejemplo, a = r(a,n) (modn) para
todo a € Z, y a = O(modn) si y sólo si n | a.

Demostrar que la ley de composición ( 11.1) está bien definida y es una
ley de composición interna en Z„ que cuando n es primo hace del conjunto
Zn un grupo abeliano, fue establecido en el capítulo 5, nota 5.6. También es
claro que si py q son primos distintos y existe 1 < r < g tal que f = T en
Zq, necesariamente p\ q—1. En efecto, el orden o (f) de r en Z* será > 1
(pues f 1, ya que q\r -l),y dividirá a p y a g —1, pues Z* es un grupo
y o (Z*) = q—\. Esto implica que o(f) = p, de lo cual p | q — Menos
trivial es demostrar que si p | g —1, tal r existe, pero esto es consecuencia
del teoremade Cauchy (teorema4.3). Además, el subgrupo [r] generado por
r en Z* es {f*' : O< fc < p} y tiene orden p, así que las O< fc < p,
son todas distintas y o(f*^) = p. Hemos demostrado entonces el siguiente
resultado.

Lema 11.1. Si p < q son primos, p | g —1 si y sólo si existe \ < r < q
tal que o(f*^) = p en Z*, así que r'' ^ l (modg) = = r'̂ q para k =
1, ...,p —1, pero rP = l(modg).

Nota 11.1. Obsérvese que, bajo las hipótesis del lema anterior, la ecuación
xP = 1 tiene un conjimto completo de soluciones distintas en Z* (es decir, p
soluciones distintas, las únicas posibles. Véanse, al respecto, los resultados
mencionados en la nota 5.7 y en los ejercicios 6.13 - 6.16). De esta observación
se deduce sin más el siguiente corolario del lema 11.1, el cual será importante
en la demostración del teorema 11.9.

Corolario 11.1. Si p < q son primos, p\q—\yl<r, s<q son tales
que r^ = l(modg) y = 1 (modg), existe 1 < k < p tal que

s = r*® (mod q). (11.2)

J
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Demostración. Si ií es el subgrupo de {Z^,-) generado por r, o{H) = p.
Como en Z* sólo hay p soluciones de ojP = 1, necesariamente s Gff, asíque
s = r^ para algún 1 < fc < p. Está demostrado (11.2). •

Definición 11.1. Sean p,q enteros, p > 1, g > 1. Se dice que tm grupo
(G, -) es del tipo (p, g), si existen a,b&G yl<r<g tales que:

(i) o (a) = p, o (6) = q,

(ii) ab = b^a.

(iii) Todo elemento x € G seescribe de manera única enla forma x = c^bP,
donde y € Z, O< i < p, O< j < g.

Obsérvese que g > 3 y que G es no conmutativo, así que p > 2. De {iii)
se deduce además que G es finito con

o(G)=pg. (11.3)

(^> •) 6s como en la definición 11,1, se dice, más precisamente, que (G, •)
es del tipo (p,g) y generado por (a, 6).

De la definición 11.1 se deduce fácilmente que

{iv) ab-"" = b-"-"'a, n = 0,1,2,...

(v) a^b = n = 0,1,2,...

{vi) á^b^ = n>0, seZ.

En efecto, la afirmación {iv) es cierta si n = O, y para n > Oresulta de
que ab a ^ = {aba = (6'")*^ = La demostración de (v) resulta
de un sencillo argumento por inducción basado en {iv), y la de {vi), de
observar que = (a"6o~")® = (b*"")® = fe®»"".

Además,
rP = 1(mod g), mcd(r,g) = 1. (11-4)

En efecto, de (u), a^b = b '̂aP, o sea, b= b^^. Entonces b '̂'~^ = e, de lo cual
g|rP —1. Por otra parte, si fuera mcd(r,g) = d ^ 1,. sería o(6'') = q/d, lo
cual es absurdo, pues de f = aba~^ se deduce que o(ft*") = o(6) = g.

Como evidentemente a ^= aP ^, ( 11.4) y la validez de {vi) para n > O
implican su validez para todo n € Z, así que
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(mi) = ¿«'•"a", n, s € Z.

Teorema 11.1. Sea {G,•) del tipo (p, q) y generado por (a, b). Sean M = [a]
y JV = [6]. Entonces G = MN y N es un subgrupo normal de G. Además,
MON = {e}.

Demostración. Que G = MN resulta inmediatamente de (iii). Por otra
parte, de (íi) existe 1 < r < g taJ que aba~^ = N, y de {vii) resulta que
a^b^a~^ = 6®'"" 6 N cualesquiera quesean s, n e Z. Sean entonces O< i < p,
0<j<qyx = a^h? GG. Entonces xb^x~^ = a* {b^b^b~^) a~^ = a^b^a~^ €
N cualquiera que sea s G Z, lo cual demuestra que N es normal. Finalmente,
de o (M/MniV) = o (MN/N) = o (G/N) = p se deduce que o (M D iV) = 1,
lo cual completa la demostración. •

Nota 11.2. Obsérvese que en el anterior teorema, la aplicación

(p:M X N —*G, <p{x, y) = xy,

resulta ser biyectiva. Sin embargo, no puede ser un isomorfismo de grupos.
En efecto, M no puede ser normal en G (pues sería ab = ba y (ii) no podría
ser válida), así que G no puede ser el producto directo de M y N.

Nota 11.3. Es claro que si {G, •) es finito y no conmutativo, y si G = MN
donde M y N son subgrupos cíclicos de G tales que M ON = {e} y que N
es normal en G, entonces G es del tipo (p, q) donde p = o (M) y q = o (N),
y si M =[a] y AT =[6], entonces (a, b) genera a G. En efecto, es claro que (i)
y (iii) se satisfacen para (o,b) y que aba~^ = N, O< r < q. Obviamente no
puede ser r = O, pues b ^ e, y tampoco puede ser r = 1, pues (G, •) no es
conmutativo. Obsérvese que, bajo las hipótesis, p > 2 y g > 3.

Nota 11.4. Demostrar la existencia de grupos de un tipo (p, q) dado no
es, en general, una tarea fácil. Nosotros no haremos esto sino en dos casos
muy especiales, aunque algunos de los resultados, incluyendo el lema 11.1,
pueden extenderse para incluir circunstancias algo más generales (véase [2]).

Definición 11.2. Se dice que un grupo G del tipo (2,g) es diedro, si
está generado porun par (a,b) tal que o (a) = 2, o(b) = q y

aba ^ = b-1 (11.5)

Se escribe G —Dg(a, 6).
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Nota 11.5. Obsérvese que b~^ = 6'"^.

Teorema 11.2. Si (G, •) es un grupo de orden 2q con q>Z, a € G es tcd
que o (a) = 2, y existe b ^ G con o(b) = q y aba~^ = entonces G es
diedro y generado por (a,b), así que G= Dg (o, 6).

Es necesario demostrar Gesdel tipo (2, q), osea, que (iii) delaDefinición
11.1 se verifica. Esto será consecuencia del resultado más general siguiente.

Teorema 11.3. Sea (G,•) un grupo de orden pq, donde p es primo. Si
para algún a &G tal que o (a) = p existe b^ G tal que o(b) = q y que

aba~^ = b^, 1 <r <q, (11-6)

entonces G es del tipo (p,q) y generado por (o, 6).

Demostración. Sean M =[o] y IV =[6]. Entonces Mfl iV = {e}, ya que si
a* GAT, 1 < s < Pj entonces M =[a®]C N, lo cual es absurdo, pues como N
es conmutativo, (11.6) no podría tenerse con r ^ 1. Entonces i^(MN) =pq
y G = MN. Como (11.6) garantiza también que N es normal en G, el
teorema resulta de lo dicho en la nota 11.3. •

Demostraremos ahora la existencia de grupos diedros.

Teorema 11.4. Para todo 9 > 3 existen grupos diedros de orden 2q. Uno de
ellos es el subgrupo Dq (<J,p) de Sg generado por el q—ciclo p= (1»2, .-j?)
y la permutación a dada por

"(1
si q es impar y por

2 3

q q~l

£+1 2+3

gis gil
2 2 )

„_( I 2 3 I 2±2 2+4 ... 5 \
V1 9 9-1 ••• 4^ 4^ ^ 2J

si q es par.

Demostración. Nótese que <t es simplemente la permutación

=(i
2 3

9 9-1 ^0-

(11.7)

(11.8)
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Evidentemente a ^ ey, como se deduce de (11,7) y (11,8),

CT = (2, í) (3, g - 1) ••• ^

<7 = (2,g) (3,5-1) ÍQ g±±\
V2' 2 y'

q paj. (11.10)

Siendo producto de transposiciones disyuntas, = e. Además, apa ^ =
a-'^pa = (CT(l),<T(2),...,cr(g)) = (l,g,g - 1,...,2) = y se tiene que
o (p) = l{p) = q. Por lo tanto, si (? es el subgrupo de Sg generado por {cr, p},
el teorema 11.3 garantiza que G = £>g(cr, p). •

Nota 11.6. Si cr es una permutación de Sg tal que a~^pa = p, donde
p = (1,2,..., q), entonces (or(l),cr(2),..., a{q)) es (fc + 1, /c + 2,..., g, 1,2,..., k)
para algún 1 < A: < g, así que

Entonces cr = p*', 1 < fc < g.Sededuce quesi cr, r son tales que apa

+ J. 1 < y < g - A:
A: + J, q - k < j < q-

(11.11)

-1 — ^-1

y TpT~^ = p~^, en cuyo caso T~^{apa~^)T = p, necesariamente cr~^T = pf'
para algún O< A: < g, de lo cual r = ap^ € Dg[a^p). Es decir, todas las
permutaciones r tales que rpr~^ = p~^ están en el grupo Dg{a, p) del teore
ma 11.4, ycomo además (crp*')^ = ap^ap^ = p~^p^ para a en tal teorema,
necesariamente = e. Entonces Dg{a,p) = jDg(T,p), así que Dg{a,p) no
depende de a en tanto apa~^ = p~^. Tampoco depende de p en tanto p sea
ima potencia A:—ésima de (1,2, ...,g) con mcd(g. A:) = 1, pero, en general, p
no puede sustituirse por im g—ciclo arbitrario. Obsérvese finalmente que

Dq{a^p) = {e,£r} U{p'': 1< A: < g} U{ap^ : 1 < A: < g} (11.12)

y que la reunión es disyunta.

Nota 11.7. Si (G, •) es un grupo no conmutativo de orden 2q y N es un
subgrupo de orden g de G, iV es necesariamente normal en G. En efecto, si
aeGy N entonces aAT n TV = iV OÍVa= 0. Como [G : iV]= 2 entonces
G - aN \J N = N\J Na, lo cual implica que aN = Na. En virtud de lo
dicho en la nota 11.3, si existe b E N tal que o (fe) = g (lo cual ocurre, por
ejemplo, siges primo), y o(a) = 2, G es del tipo (2, g) y generado por (a,fe).
Esto no garantiza que G sea diedro. Este es sin embargo el caso si g > 3 es
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primo, pues si afea"^ = fe"", 1< r < g-1, de = 1(modg) (relación (11,4))
se deduce que g | (r —l)(r + 1), así queg = r-hlyr = g —1. Entonces:

Teorema 11.5. Si G es no conmutativo y de orden 2g, donde q > 3 es
primo, entonces G es diedro, y si a,b E G son tales que o(a) = 2, o (fe) = q,
G está generado por {a,b), y abá~^ = fe~^.

Nota 11.8. Obsérvese que obviamente 2 | g—1 en el teorema anterior.

Caracterizaremos ahora como grupos del tipo (p, g) a los grupos no con
mutativos de orden pq donde p < q son primos. Necesitaremos el siguiente
lema.

Lema 11.2. Si (G, •) es un grupo no conmutativo de orden pq, donde p < q
son primos, entonces p\q~l, y si b E G es tal que o{b) = q, N = [b] es
un subgrupo normal de G.

Demostración. Sean a,b EG tales que o(o) = p y o(fe) = g, y sean M=[&]
y iV =[fe]. Como M DiV = {e} entonces #(MiV) = pq, así que G= MN y
todo elemento a; de G se escribe de manera única en la forma x = b^a^, O<
®— 1- Obsérvese que si Hi y H2 son subgrupos distintos
de G de orden g, necesariamente H\r\H2 —{e}. Supóngase entonces que N
no es normal en G (así que p > 2) pero que aWa"* = N, donde 1 < ¿< p.
Entonces o^ba ®—b^, 1 < r < g —1, lo cual es absurdo, pues G sería
conmutativo o del tipo (p, g) y generado por (o*, fe) (teorema 11.3), lo cual
garantizaría la normalidad de N. Entonces, los conjugados a^Na~* de N,
O< ¿ < p, son todos distintos, lo cual implica que sólo se intersectan en {e}
y que G tiene al menos p{q~ 1) elementos de orden g(el número de elementos
distintos en la reunión de los a*Na~^, O< i < p). Esto deja lugar a sólo p—1
elementos de orden p (pues p(g -1) -h IH- (p-1) = p(g-1)+p = pg), así que
M =[a] es necesariamente normal enGy Ges del tipo (g,p) y generado por
(fe, a) (nota 11.3 ). Sea 1 < r < p tal que bab~^ = al. Ahora, como (Z*, •)
es un grupo de orden p —1, si f denota la clase módulo p de r y f*' = T,
o sea, si r^ = l(modp), entonces mcd(A:,p— 1) ^ 1, y como, según ( 11.4),
r® = l(modp), entonces mcd(g,p —1) ^ 1, lo cual es absurdo. Entonces N
es normal en G y, por lo observado en la nota 11.3, G es del tipo (p, g) y
generado por (a, fe). Supongamos entonces queaba~^ = fe**, 1 < r < g. Como

—l(modg) (relación ( 11.4) ), entonces p | g~ 1 (lema 11.1). •

Nota 11.9. De hecho, N es el único subgrupo normal deorden g. En efecto,
M no puede ser normal en G, pues si tal fuerael caso se tendría que afe = fea.
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lo cual implicaxía que G es abeliano. Entonces, tal como al comienzo de la
demostración del lema 11.2, se concluye que G tiene q{p —1) elementos de
ordenp, lo cual sólo deja campo para q—1 elementos de orden q. Obsérvese
finalmente que si p j g —1, G deberá ser irremediablemente abeliano.

Nota 11.10. Los resultados del anterior lema y de la nota 11.9 son con
secuencia inmediata de la teoría de Sylow (teoremas 10.3 y 10.4). La de
mostración que dimos no recurre a esta teoría, para preservar la indepen
dencia del capítulo. De la demostración del lema 11.2 se deduce sin más
que:

Teorema 11.6. Si {G, •) es no conmutativo y de orden pq, donde p < q son
primos, entonces p \ q —1, y si a,b £ G son tales que o (a) = p y o{b) = q,
G está generado por (a,b).

Demostraremos ahora la existencia de grupos del tipo (p, q), cuando p <
q son primos y p | ? —1-

Teorema 11.7. Si p < g son primos tales que p | q —1, existe un grupo
D\p,q] del tipo (p,q).

Demostración. Podemos suponer que p > 2 (teorema 11.5). Sea 1 < r < q,
mínimo, tal que f sea solución de la ecuación = 1 en Z* (lema 11.1 ).
Sean p = (1,2, ...,q) y a una permutación de tales que apa~^ = p^ y
que <7(1) = 1. Tal permutación existe pues p^ es también un q—ciclo, y la
condición cr(l) = 1 la determina unívocamente. Sea D[p, q] el subgrupo de
Sq generado por {o-,p}. Claramente o(p) = q. Demostraremos que = e,
lo cual, dado que a ^ e (pues p^ = (<t~^(1), ...,(T~^(q)) ^ p), asegurará que
o((7) =p, y completará, en virtud del teorema 11.6, la demostración. Pero,
tal como en la demostración de (v), se deduce, a partir de crp = p^a, que
crPp = p^^a'P. Entonces a^p= pues = l(modq). En virtud de lodicho
en la nota 11.6, esto implica que = p^,Q <k < q. Pero, como <7^(1) = 1
y p*= es un q—ciclo si 1< A: < q, necesariamente A; = Oy <7^ = e. •

Nota 11.11. Si G tiene orden pq, donde p < q son primos, y M y N son
subgrupos respectivos de órdenes p y q de G, entonces G es cíclico si y sólo si
M y N son normales en G (que es el caso si p f q —1). En efecto, si M =[a],
N =[&] y son normales, ab = ba, lo cual implica que o (a6) = o (a)o (6) = pq.
En tales circunstancias G (lo cual es aún posible si p | q —1).

Estudiaremos ahora el problema de la isomorfía de los grupos del tipo
(p, q) y de los grupos diedros.

i
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Teorema 11.8. Sean (Gi,-) y (Gj,-) grupos del tipo {p,q), con genera
dores respectivos (ai,61) y (02,62)- Si aibiar^ = 6[, 1 < r < q, ¿ = 1,2,
entonces Gi ss G2.

Demostración. Sean a = Oi, 6 = 6i, i = 1,2. Entonces (0*6^) (a''6'') =
a} {b'a^) b^, donde O< i,/i < p, O< j,A: < q, de lo cual, mediante (vii),
(a*¿>í ) (a'̂ 6^*) = Por lo tanto, si / : Gi h-» G2 está dada por
/ ^a\ 6^^ =a2¿4) y€Z(que / está bien definida resulta de (iii)), entonces

/ ((aitj) (4¡,{)) =/ ra'+v,••''+') =4+''í4^+' =(44) (44)
=/ (4'̂ ) / (44).

asíque f es un homomorfismo; de hecho, un epimorfismo. Que / es inyectiva
resulta de observar que si / j =026^ =e, donde O<i<p, O<y<q,
necesariamente ¿ j = O, de lo cual a\ bi = e. Esto demuestrael teorema.
•

Corolario 11.2. Todo grupo diedro G de orden 2q es isomorfo al grupo

Necesitaremos ahora el siguiente lema.

Lema 11.3. Si G es del tipo (p, q) y está generado por (a, 6) con aba ^—
^ ^ r <. q, y si 1 < I p es tal que mcd{r^,q) = 1, entonces G
está también generado por a y por 61 = 6'"'. Además, abia'̂ = 6;

Demostración. Como mcd(r^q) = 1 entonces 0(61) = q, y la relación
a6ia ^= 6^ resulta fácilmente de {yii). Ahora, si M=[a] yN=[6] entonces
G = MN y M n iV = {e}, y como N =í6il, (iii) es también válida para
(a, 61) (nota 11.3). •

Teorema 11.9. Si G\ y G2 son del tipo (p, q), donde p < q sofi primos,
entonces Ci G2.

Demostración. Supóngase que Gi está generado por ai y 61 con oi6iaj ^=
^í> 1 y que G2 lo está a su vez por 02 y 62 con 02620^^ = 61,
1 < s < q. De (11.4), r^ = l(modq) y = l(modq). En virtud delcorolario
11.1, esto implica que s = r*'(modq), O< A: < p. De hecho A: > O, pues
9 t ®~ 1) y 9 t ya- que q f s. Entonces mcd(r'',q) = 1. Del lema 11.3 se
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deduce entonces, reemplazando a 62 por necesario, que podemos
suponer s = r. En virtud de lo establecido en el teorema 11.8, esto implica
que Gi « G2. •

Nota 11.12. Se deduce que si G es del tipo (p, q), donde p < q son primos,
G está generado por (0,6) y (c,d), y aba~^ = f, cdc~^ = (P, l < r, s < q,
entonces existe O< fe < p tal que s = r'̂ ímod q).

Corolario 11.3. Si Gi y G2 son grupos no conmutativos de orden pq,
donde p < q son primos, entonces G\ » G2.

Invocando los teoremas 11.6 y 11.7, se tiene el resultado más preciso
siguiente.

Coroleirio 11.4. Si G es un grupo no conmutativo de orden pq donde p < q
son primos, entonces p \q —l, y G es, de hecho, isomorfo al grupo D\p,q\.

Nota 11.13. Se concluye que si G es un grupo de orden pq, donde p < q
son primos, se tiene la alternativa

1. G « Zp5

2. G»3Z?[p,g]

La primera posibilidad ocurre si y sólo si G es abeliano, lo cual se da au
tomáticamente si p I g —1. La segunda posibilidad ocurre si y sólo si G es
no abeliano, lo cual sólo es posible si p | 9 —1.

Nota 11.14. El grupo diedro Dq (a, p) admite una interpretación simple y
sugestiva que no deja de ser útil para calcular explícitamente tal grupo en
casos especiales: comoel grupo de las simetrías de un polígono regular de q
lados.

Considérese el conjunto S{<i) de las simetrías de un polígono regular de
q lados con respecto a sus "elementos de simetría". Estos últimos son:

1. Las bisectrices de los ángulos en los vértices, es decir, las rectas del
plano que bisecan cada uno de estos ángulos.

2. El centro del polígono: punto de intersección de las bisectrices.

3. Las mediatrices, es decir, las rectas del plano que unen los puntos
medios de lados opuestos.
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Las mediatrices son elementos de simetría sólo cuando qes par, y son |
en número. Las correspondientes simetrías son:

a. Las reflexiones sobre una bisectriz.

b. Las rotaciones en un ángulo ^fe, fe = 1,2, ...,q, alrededor del centro.

c. Las reflexiones sobre una mediatriz, cuando q es par.

Nótese que las bisectrices son 9 si 9 es impar y sólo ^ si 9es par, pues
en este último caso caxla una de ellas biseca simultáneamente dos ángulos.

Esto determina el número de posibles simetrías con respecto a cada uno
de los elementos: ^ reflexiones sobre las bisectrices si 9 es par; 9, si 5 es
impar; el número de rotaciones alrededor del centro es siempre 9; cuando q
es par habrá ademas ^ reflexiones sobre las mediatrices. Esto dauntotal de .
2g simetrías en cada caso. Así , ii={S{q)) = 2q. La ley de composición que
hace de S{q) un grupo se obtienedandoun sentido dinámico a lassimetrías:
reflejar sobre una recta, rotar en un cierto ángulo. La composición se obtiene
entonces efectuando una de tales acciones, a, y seguidamente la otra, /3.
El resultado se escribe 0 oa o a(3, según el gusto. Nosotros preferiremos
la segunda notación. Como es claro, cualquier sucesión de tales acciones
deja invariante el polígono y debe ser por lo tanto una de las simetrías
mencionadas. Es además claro que si a es una reflexión entonces o(a) = 2,
y que si es una rotación en un ángulo ^ entonces o(/3) =q.

Para interpretar S{q) en términos de Dq (o", p), enumérense los vértices
del polígono de 1 a 9en el sentido positivo (el opuesto al del movimiento de
las manecillas del reloj). Luego escójase un sistema de coordenadas x—y en el
plano de tal manera que el eje ysea labisectriz al primer vértice del pob'gono,
así que el centro de éste está también sobre el eje y. Colóquese finalmente
el centro del polígono en el punto (0,0) del sistema x —y,y efectuando \ma
rotación del polígono en un ángulo tt, si es necesario, colóquese su primer
vértice en el semiplano superior del sistema de coordenadas. Diremos en este
caso que el polígono está en posición inicial canónica. Sea 0 la rotación en
el sentido positivo en un ángulo Los vértices se permutarán en el orden
1 —1—♦^—fl^yes natural describirla mediante
el ciclo (1,2,3,..., 9 —l,g) = p. A su vez, la reflexión a sobre el eje y (la
bisectriz al primer vértice) permutará los vértices en la forma 1 —> 1, 2 —»
q, 3 q —1, ...,q —1 3, q 2, y puede entonces describirse mediante la
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permutación c dada por (11.7) o ( 11.8) en el teorema 11.4. Como es obvio,
con estas identificaciones a/S se identifica con cp, y más generalmente, •,
i = 1,2, j = 1,2, ...g, con crV- Podemos entonces considerai- que S{q) es
un subgrupo de Dg((T,p), así que S{q) = Dq{a,p). Como es claro, = e
(todo queda quieto) y Z?'', 1 < A: < g, es la rotación en un ángulo con
^ = e, así que si ai denota la reflexión sobre la bisectriz al t—ésimo vértice
(ai = a) y es la reflexión sobre la mediatriz por el punto medio del lado
\j,j +1], entonces

5(g) = : 1 < fc < g}U{a» : 1 < ¿ < g}, g impar (11.13)

5(g) = {/?*' :1< A: <g) U{ai :1<i < |} U{tj :1<J < gpar.

La identificación de 5(g) con ^^(cr, p) permite calcular rápidamente este
último grupo en casos particulares. En cierta forma S{q) establece, de ma
nera intuitiva, la existencia de grupos diedros, suministrando un recurso
adicional nada despreciable en la teoría de los grupos.

EJERCICIOS

11.1 Demuestre que el producto (11.1) es clausurativo en
es un número primo.

si y sólo si n

11.2 Demuestre que (Z*, •) es un grupo si y sólo si n es un número primo.

11.3 Sean n > 1 un número entero, í7(Zn) el subconjunto de Z„ de las
clases A: -1- nZ tales que 1 < A; < n y que mcd(A:,n) = 1. Demuestre
que (t/(Zn),-). con (•) definido por ( 11.1), es aún un grupo, y que
Í7(Z„) = Z* si ysólo si n es un número primo. Verifique que ?7(Z8) «
Z2 XZ2 y que {/(Zg) ~ Ze-

11.4 Demuestre endetalle la relación (u) para un grupodel tipo (p, g). Haga
lo mismo con la relación {vii).

11.5 Demuestre en detalle que ( 11.4), el hecho de que aP ^ = a \ y la
validez de (vi) para n > O, implican la validez de esta última relación
para todo n € Z.
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11.6 Demuestre que en todo grupo G del tipo (p, g) debe tenerse que p > 2
y g > 3, así que o(G) > 6.

11.7 Demuestre que si (G, •) es im grupo y a,6 e G son tales que ab =
b '̂a. r ^ 1, entonces (ab)" = 6"^(")a", (6a)" = (ab)" =¿(r l)mr(n) 71 = O, 1, ..., donde 771r(n) = l-J-T-t* ... + = 7^,
^ — O- Extienda las anteriores igualdades al caso ti € Z, ti < 0.
{Indicación. Defina 771^(71) = 73^ para todo ti GZ, y observe que
mr{-n) = -77ir(7i)r~", n GZ.)

11.8 Verifique en detalle que D^{<T,p) se identifica con el grupo 5(4) de
las simetrías de un cuadrado cuyo centro está en el punto (0,0) del
plano cartesiano, en el cual el eje a; y el eje y son bisectrices, y en el
cual los vértices se enumeran de 1 a 4 ensentido positivo, comenzando
con aquel sobre el eje y positivo. Verifique entonces que (1,3,4,2) no
pertenece a 5(4) (ni, a D4(cr,p)). Haga lo mismo con D5(<r,p) y el
grupo 5(5) de las simetrías de un pentágono regular.

11.9 Calcule todos los subgrupos de Dg{a,p) para g= 3,4,5. ¿Es el grupo
cuatro de Klein un subgrupo de D4{a,p)?

11.10 Demuestre que (53, •) es diedro ygenerado por a = (2,3) yp= (1,2,3).
Compruebe además que es el grupo de las simetrías de un triángulo
equilátero.

11.11 ¿Cuántos grupos no isomorfos de orden 6 existen? ¿cuántos de orden
¿cuántos de orden 21? Demuestre que A4, el grupo alternante de

4 elementos, no tiene subgrupos de orden 6.

11.12 Sean (G, •) un grupo finito y g un divisor primo de o(G). Demuestre
que si Hi y H2 son subgrupos distintos de orden g de G entonces
HinH2 = {e}.

11.13 Sean (G, •) un grupo finito y g un divisor primo de o(G). Demuestre
que si H es un g—subgrupo de G y Wes la reunión de los conjugados
de H entonces #(7í) = 7i(g)(g —1) + 1, donde 7i(g) es el número
de conjugados de H distintos entre si. Demuestre también que si
p = o (G) —n{q){q —1) es tal que mcd(p, g) = 1, y si hay un subgrupo
P de G de orden p, necesariamente P es normal en G y en G hay
exactamente n{q){q —1) elementos de orden g.
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11.14 Demuestre que si g > 3, el subgrupo G de GL2(C) generado por

es isomorfo a Dq{(T,p).

{Indicación. Verifique que "("o = •••)
11.15 Demuestre que el centro de Dq{a,p) se reduce a {e} si q es impar y es

el subgrupo {e, si g es par.

11.16 Demuestreque los únicos subgrupos normales propios de Dq{cT,p) son:

a) El generado por p*, i > O, donde i \ q.
b) El generado por {(7,p^}, cuando q es par.
c) El generado por {crp,p^}, cuando q es par.

{Indicación. Demuestre que si H es normal y crp^ E H, i > O, entonces
p^GHyaEH si Íes par, mientras que p"^ GH y ap € H si i es
impar.)

11.17 Sea G el subgrupo de GL2{R) generado por las matrices

^=( o'
COS0

-sen0

sen0

COS0 )•
donde 6 = —, g > 3. Demuestre que G es isomorfo al grupo diedro
Dq{(7,p), mediante un isomorfismo que a A hace corresponder ct y
a jB, p. Para hacer esto, demuestre que G se identifica de mane
ra natural con el grupo S{q) de las simetrías de un polígono regu
lar "P de g lados (en posición inicial canónica), identificando la ma^
triz C G G con la aplicación fe '• "P ^ ^ dada por fc{x,y) =
{x,y)C. Compruebe entonces que /a es la reflexión sobre el eje y,
y que /j3 es la rotación positiva en un ángulo Verifique ademas
que si se definen ((x,y), («.í^)) ux + vy y ||(x,y)|| =
entonces(/c(x,y),/c(ii,v)) = {{x,y),{u,v)) y \\fc{x,y)\\ = \\{x,y)\\
para todo C e G, y concluya que fe preserva ángulos y distancias,
así que transforma vértices adyacentes (vértices de un mismo lado del
polígono) en vértices adyacentes.

Capítulo 12

Nilpotencia y resolubilidad

En este último capítulo dedicado a la teoría de los grupos, estudiaremos
dos clases de éstos que son generalizaciones próximas de losgruposabelianos
y que tienen por esta razón propiedades análogas: los grupos nilpotentes y los
grupos resolubles. Los primeros son los más cercanos a los grupos abelianos.
Los segundos son quizá los más importantes, dadasu relación con la llamada
teoría de Galois y con la resolubilidad de las ecuaciones polinómicas de grado
superior.

Desde el punto de vista de la teoría de los grupos, ambosson importantes,
por su conexión con la teoría de las series de composición, teoría ésta que
muestra el papel que juegan los grupos simples en la descripción de los
grupos no abelianos.

Sólo presentaremos algunas de las propiedades más elementales de estos
grupos, con el fin de promover una cierta familiaridad con ellos y con las
técnicas para manejarlos. En particular, sólo tocaremos superficialmente
sus conexiones con la teoría de las series de composición, y omitiremos por
completo (al menos por el momento) sus relaciones con la teoría de Galois.
La presentación que haremos está basada en ideas de [16], [17], [22], pero
algunas demostraciones son nuestras.

Comenzaremos por revisar algunas nociones y resultados considerados
previamente, con el fin de dar una cierta autonomía al presente capítulo.

Si (G, •) es un grupo finito y p es un número primo, G es un p-grupo si
o (G) = n > 0. Si (G, •) es un grupo finito y ií es un subgrupo de (G, •),
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el cual es un p—grupo, se dice que H es un p—subgrupo de G; si además
o (H) es la máxima potencia de p que divide a o (G), se dice que H es un
p—subgrupo de Sylow de G.

Si (G,•) es un grupo, a,b E G y existe a; e G tal que h = xax~^, se dice
que 6 es un conjugado de a. En tal caso a es también un conjugado de 6,
pues a = x~^bx. El conjunto

CL (a) = {xax ^:x EG} (12.1)

se denomina la clase de conjugación de a. Es claro que a E CL (a) y que
b E CL (a) si y sólo si a G CL (b), lo que obviamente equivale a decir
que CL{a) = CL{b). Por lo tanto, CL{a) H CL{b) ^ 0 si y sólo si
CL(a) = CL(b), así que {CL(a) : a E G} es una partición de G, es decir,
CL(a) 7^ 0 para todo a E G, CL (a) nCL (b) = 0 si CL (a) CL (6) y

G= U CL{a).
aeG

(12.2)

Supóngase ahora que G es finito y que C es un subconjunto de G que
tiene un único elemento en común con cada clase de conjugación. Entonces

o(G) = Y#(CL(a))
aec

(12.3)

donde # (CL (a)) es el número de elementos de CL(a). Como es evidente,
si e es el elemento neutro de G entonces CL (e) = {e} , así que (12.3) se

o(G) = l+X:#(C^(«)) (12.4)
aeC

donde G' = G\{e} . Por otra parte, si o€ G, G(a) = {a: 6 G:xax'̂ = a}
es evidentemente un subgrupo de G, denominado el centralizador de a
(capítulo 10), y

Z{G)=C\C(,a) (12.5)
aeG

es un subgrupo de G, el cual es obviamente normal y abeliano. El subgrupo
Z(G) de Ghaaparecido varias veces en capítulos previos y juega un papel
importante en lateoría de los grupos (véase el ejercicio 4.7). Se denomina el
centro de G. Como es claro, aEZ{G) si y sólo si G (a) = G. Además, para
todo a GG, la apUcación tpa • G/C(o) —^ CL (a) dada por (xC (o)) =
xox-i está bien definida y es biyectiva (es decir, xC (a) = yC (a) si y sólo si
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xax' = yay lo cual es obvio, pues ambas afirmaciones equivalen a que
y G C (a)). Esto implica que si G es finito entonces # (CL(a)) = [G :
C (a)]. Se tiene entonces que:

Teorema 12.1. Si (G, •) es un p—grupo finito y G ^ {e}, entonces Z (G) ^
{e}.

Demostración. Supóngase que o (G) = n > 1, que Z (G) = {e} y que C
es como en (12.4). Comop | (G : G (a)], para todo a GC", pues C (a) 7^ G,
entonces p | # (GL (a)), así que p | p" —1. Esto es absurdo. Entonces,

aec

Z(G)^{e}. •

El teorema 12.1 fue demostrado en el capítulo 10 dentro del marco ge
neral de la teoría de Sylow. Para preservar la independencia del capítulo,
hemos incluido aquí la demostración anterior, algo más directa.

Si H es un subgrupo de G, definimos

iV (ií) = {aGG: aHa-^ = H} (12.6)

Se dice que N (H) es el normalizador de H en G. Es claro que N (H)
es un subgrupo de G y que H es un subgrupo normal de N (H) • Mas
generalmente, si H' es un subgrupo de G y H C H', íf es un subgrupo
normal de H' si y sólo si H' C N (H). Por lo tanto, H es normal en G si y
sólo si N (H) = G.

Si G es un grupo y A es im subconjunto no vacío de G, el subgrupo [A]
de G generado por A es el conjunto de los productos finitos deelementos de
AUA~^, donde A~^ = :a GA} . Por lo tanto, si íT es un subgrupo
de G y A C íf, también [A] Q H. Si a, 6 GG,

-U-i[a, 6] = aba b (12.7)

se denomina el conmutador de a yb. Claramente [o, e] = e, [o, 6] ^= [6) o] >
y [a, 6] = e si y sólo si áb —ba. Más generalmente, ab = [a, b] 60, así que
[a, 6] mide en cierta forma el grado de no conmutatividad de o y 6. Si íf,
K son subgrupos de G, [H, K] denotará el subgrupo de G generado por
{[a, í»] : a E H,b E K} . Entonces [H, K] —[K, H\.

Además:
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Teorema 12.2. Si H y K son subgrupos de G, H C N {K) si y sólo si
\H, K] C K.

Demostración. Si H C N (K) y a € H,b E K, entonces aba~^ € K, así que
[a, 6] € K, Recíprocamente, si o G íí y cualquiera que sea b E K se tiene
que [o, 6] E K, entonces o6a~^ = [a, i>] 6 € K para todo b E K, así que
aKa~^ Q K] es decir, a E N {K). •

Corolario 12.1. Un subgrupo H de G es normal si y sólo si [G, H] C H.

Nota 12.1. Obsérvese que un subgrupo íT de G es tal que H Q Z (G) si
y sólo si [H, G] = {e}. Más generalmente, si K es un subgrupo de G y
definimos

C{K) = {aEG:[a,x] = e,xEK}, (12.8)
entonces H C C (K) si y sólo si [H, K] = {e} . Nótese que

C(K) = fjCW (12.9)
xeK

Se dice que G (K) es el centralizador de K en G. Claramente C {K) C N (K)
yC(G) = Z{G).

Definición 12.1. Si (G, •) esungrupo, definimos inductivamente G^°' = G,
G(i) = [G,G], G(2) = [G,G(i)] ,...,G("+i) = [G,G(")],n = 2,3,.... El
subgrupo G^"^ se denomina la n-ésima potencia de G.

Es claro que G^^^ Q G^^^ C G '̂'̂ e inductivamente se deduce que
Q{,n+1) g Q{n)

Teorema 12.3. Para todo n > O, G^") es un subgrupo normal de G.

Demostración. Es claro que si >1 5^ 0 y xAx~'̂ C [A] para todo x E G,
entonces [^4] es normal en G. Evidentemente G^") y G^^^ son normales en
G(esto último resulta de observar que si a, bEGentonces x[a, b]x~^ =
[xax~^,xbx~^]). Suponiendo entonces, por inducción, que G^"^ es normal
en G, donde n > 1, se deduce que si a6Gy6€ G^"^ entonces x[a, b]x~^ =
[xax-'̂ ,xbx~^] € [G,G('̂ '] = así que es también normal en
G. • '

Definición 12.2. Se dice que un grupo (G, •) es nilpotente si existe n > O
tal que G^"^ = {e} .
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Evidentemente todo grupo ábeliano G es nilpotente, pues G^^^ = {e}.
De hecho, G es abeliano si y sólo si G^^^ = {e}. Es en este sentido en
el cual los grupos nilpotentes generalizan naturalmente los grupos abelianos.
Como G^"^ se conoce usualmente como la n-ésima potencia de G, un grupo
es nilpotente si y sólo si alguna de sus potencias se anula (es decir, se reduce
a {e}).

Teorema 12.4. Si un grupo (G, •) es nilpotente, todo subgrupo H de G
también lo es.

Demostración. Como {H, •) es un grupo, está definido para todo n
{HW = ffd) = ^(2) ^ Hin+l) =
'T' > 1), y suponiendo que ífí") C G^"^ para un n > I dado, se concluye
que también = [ír,íf(")] c [G,G(«)] = G("+i). Se deduce que
ií(") c G(") para todo n>O, así que ={e} si G^") ={e}. •

Lema 12.1. Si (G, •) es un grupo yH es un subgrupo normal de G,

(G/ií)(") = G(")iy/ír, n > 0. (12.10)
Demostración. La afirmación es evidente si n= 0. Suponiéndola para un
n > Odado, se observa que si bH E(G/.ff)("> entonces bH = cH,cE G("\
asi que [aH,bH] = [aH,cH] = [a,c]H e para todo o 6 G.
Esto implica que (G/íí)("+^) = ]^G¡H, (G/IÍ)(">J CG '̂̂ +'̂ ^H/H. Para
demostrar la afirmación recíproca, es decir, que C{G/H)^ '̂̂ ^^,
basta evidentemente demostrar que si a € Gy 6e G^"^ entonces [a, b]H &
(G/ií)("+i), lo cual es obvio, pues [a, b\H = [aH, bH], y, por la hipótesis
de inducción, bH E (G//y)f"^. Se concluye que (12.10) es válida para todo
n > 0. •

Teorema 12.5. Si G es nilpotente y H es un subgrupo normal de G, GfH
es nilpotente.

Demostración. Si G(") = {e} entonces G '̂̂ ^H/H = {í/"}, así que (G/fí)^"^
= {H}. •

Los dos teoremas siguientes suministran ejemplos de grupos nilpotentes
no necesariamente abelianos.

Lema 12.2. Si H es un subgrupo de G, H C Z{G) y G/H es nilpotente,
también G es nilpotente.
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Demostración. En efecto, existe n > Otal que —G^^^H/H —
{íf}, así que C H. Entonces G^"^ C Z(G), de lo cual =
[G,G(")] ={e}. •

Corolario 12.2. Un grupo G es nilpotente si y sólo si GjZ (G) también lo
es.

Teorema 12.6. Si p es un primo, todo p—grupo finito G es nilpotente.

Demostración. Haremos inducción sobre o (G). La afirmación es clara si
o (G) = 1 u o (G) = p, pues G es abeliano. Supongamos entonces que
o (G) > p y que la afirmación es cierta para todo p—grupo G' con o (G') <
0 (G), y demostrémosla para G. Pero esto es obvio, pues como Z (G) ^ {e}
(teorema 12.1) y G' = GfZ (G) es un p—grupo con o (G') < o (G), entonces
G' es nilpotente. •

Teorema 12.7. Un grupo finito G en el cual todos sus subgrupos de Sylow
son normales es necesariamente nilpotente.

Demostración. Sean pi,...,Pm los divisores primos de o(G) y Pi,..., Pm
subgrupos de Sylow de G,siendo Pj unpi—grupo. Entonces G = PiP2 •••Pm,
y el producto es directo, como se verifica inmediatamente jpues si para cada
1 < i < m, Pi es el producto de los Pj, j i, entonces, Pi es un subgrupo
normal de G tal que Pi n Pi = {e}. Véase el capítulo 6). Entonces, todo
elemento x € G se escribe (de manera única) en la forma x = 0102 • • •Oni
donde 04 e Pi- Sea a e Z{Pi). Evidentemente a conmuta con todos los
Oi, i = 1,2,..., m, así que a conmuta con x. Entonces a ^ Z (G); es decir,
Z{Pi) C Z{G). Haremos ahora inducción sobre o(G). La afirmación
es clara si o(G) = 1, o, de hecho, si G es un p-grupo. Sean a GZ (Pj),
Hz=[d\,G' = GIH yip:G —> G' el epimorfismo canónico. Si = ¡p (Pi),
los subgrupos P¡ son subgrupos de Sylow de G' (y, con la posible excepción
de P{, no triviales), los cuales son normales en G' (pues <p es un epimorfismo).
Si suponemos entonces que la afirmación es cierta para todo grupo finito con
o(G') < o(G), ésta resulta inmediatamente para G, como consecuencia del
lema 12.2. •

De hecho, lapropiedad de que todos sus subgrupos deSylow son normales
caracteriza completamente los grupos nilpotentes finitos, como resultará del
siguiente teorema.

Lema 12.3. Si G^ {e} es nilpotente, entonces Z(G) 7^ {e} .
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Demostración. En efecto, si n es mínimo tal que G^^^ = {e}, entonces
G(n 1) ^ ^y como [G : = {e}, necesariamente CZ(G).

Teorema 12.8. En un grupo finito nilpotente, todos los subgrupos de Sylow
son normales.

Demostración. Sean G im grupo finito nilpotente, y sean pi,...,Pm los di
visores primos de o(G). Para cada i = 1, sea Pi un pi—subgrupo de
Sylow de G. Sin perdida de generalidad podemos suponer quepi | o{Z (C?)),
y sean a ^ Z (G) con o (a) = pi, y P = [a], así que H es normal en G. Hare
mos inducciónsobre o (G). La Eifirmación del teorema esclara sio(G) = 1
o, de hecho, si o (G) es un primo. Supongámosla entonces válida para todo
grupo G' con o(G') < o(G), y sean G' = G/H y fp : G —» G' el epimor
fismo canónico. Para cada i = l,...,m, un pi—subgrupo de Sylow de G'
es Pi = (p{Pi) y, como G' es nilpotente (teorema 12.5) y o(G') < o(G),
podemos suponer que P¡ es normal en G'. Como es claro, (í^) = PiH,
y es entonces un subgrupo normal de G. Porotra parte, como H es normal
en G, p^H gg un p-grupo, así que PiP = Pi (de lo cual a GPi), y Pi es
^í normal en G. Nos queda por demostrar que Pi es normal en Gpara
i = 2,3, Sean entonces b e G, c e Pi. Como PíH es normal en
Gentonces b(ca) b~^ = {bcb-^) a GPíH, así que (bcb"!) a=da*, de Pi,

~k- ^ entonces o{bcb~'̂ ) = o(d)o(a*~^), lo cual implica que^) ~ P^, j ^0- Esto sólo es posible si j = OyA: = 1, de lo cual
bcb = de Pi. Esto demuestra el teorema. •

El siguiente resultado es también característico de los grupos nüpo-
tentes finitos. (Véase al respecto el ejercicio 12.21, el cual contiene otra
demostración del anterior teorema, la cual depende, sin embargo, de resul
tados en el capítulo X.).

Teorema 12.9.
H N{H).

Demostración. En efecto, como G^®^ = G mientras que G^"^ —{c} para
algún n > 1, habrá un mínimo O< m < n tal que G^"*^ Q H. Entonces,
GÍ""-!) 0 H. Sin embargo, puesto que G^»") = [G,G("*~^^] QH, necesar
ñámente GÍ»""!) C N {H) (teorema 12.2). •

Nota 12.2» Existen grupos nilpotentes infinitos, no abelianos, pero los
ejemplos son más difíciles de conseguir. Por ejemplo, existen p—grupos

Si (G, •) es nilpotente y H es un subgrupo propio de G,
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infinitos (grupos en los cuales todo elemento tiene como orden una potencia
dep) cuyo centro se reduce a {e}, con lo cual, contrariamente a los p-grupos
finitos, no suministran ejemplos de grupos nilpotentes.

Demostraremos sin embargo un resultado sobre los grupos finitos nilpO"
tentes que refuerza aún más la analogía de éstos con los grupos abelianos
finitos.

Teorema 12.10. Si Ges un grupo nilpotente finito y m es un divisor de
o(G), existe un subgrupo normal H de Gcon o{H) = m.

Demostración. Haremos inducción sobre o(G), siendo clara la afirmación
SI o(G) es 1oun primo p. Sea m1o(G). Podemos suponer que existe un
primo p ta que p | o(G) yp | m. Sean P el correspondiente p—subgrupo
de Sylow de G, Z(P) el centro de P. Como es claro, p\o{Z (P))- Sean
entonces ae Z(P) con la| =pyiV =. [a]. Como Z{P) CZ(G) (véa^e
k demostración del teorema 12.7), Nes un subgrupo normal de G, Y
niiP 1 '̂ fi ^ Srupo Hbuscado. Supongamos entonces que m>que b afirmación es cierta si G' es nilpotente yo(G') <o{G). El gruP»
ttnínnfr " ^ °(G). Por le tanto si rrr' =m/p, G
I t ñotltr"" r ^ ° y. -'rtud de lo afirmado
Tm °l H r Gcon H/N » M. CoO"o(ir)-m, Fes el snbgrnponornral buscado. •

Finalmente demostraremos el siguiente teorema, frecuentemente útil

¿rrírTm?:"; ®° mlpotente ypes un d.msor pri"'''de c{G), todo suampo Hde Gcon \G:H]=p es neísanamente norm"''
Demostración. Como n —ir* • wi t/t ,

G. Entonces, Hes normal en G. • ^ - i- ° ^ea, i

parr^rntoC ^»terior teorema sólo es válido, en geimimmo primo que divide c(G). Véase, al respecto, el ejemplo

que no son nilpomnt™°d ejemplo de una clase importante de g'
-grupo G?d: 2o-ín r''""tipo (p, q) SI existen a, beGcon o(a) =pyo(&)

•al'

ruplOS

[Ufiq'

tal®®
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que todo elemento . de Gse escriba de^ylonde Í
donde O< i < p, O< J < ?, yq»" ^ ' JJI Kes
implica que Ges yq^ne a^ ^ ^
normal en G, G = HK y ií n a \ / narte Hno es normal
G/K, siendo ambos cíclicos, son nilpoten es. y„| o, Gno puede ser
en G (pues G no es abeliano), asi (teorema 12.11).
nilpotente (teorema 12.8), y tampoco ^cuando p lo es ypf?.
Este ejemplo muestra también, cuan o9 ^ ^ ^Qj^ gggji
que el hecho de que haya un subgrupo ñor anterior garantiza
ambos nilpotentes no asegura ® . yen particular 53, no ^
también que un grupo diedro q ^ abeliano de orden pQ on e
uilpotenta (y que tampoco ^^ an
P< 5 son primos, pues Gresu

^ inductivamente G(o)
,>2. Se
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P<q son primos, pues o re^u..^
,r 1definimos iuductlvamente GW^^Definición 12.3. Pera un grupo (.)'^ p(„),Gw]- •

- G,„ =[G, G], G,S) =2¿So de G-
' que G(„) es el n-estmo 9

G

dice fl/ J ^

. ^ Por otra parte. (2)
Por definición G(o) = ' nemos inductivamente que G(n) - ^

fr ^ ^ AÚ] y si suponemos n yy(n+i), así que G{n) ^ ^2Ls'2+l) =["^^l'̂ rOi^sfeimibeavecesB '̂̂ t^tb^uponormid
G/F es abeliano 81 ySO O® ^

si D(G) ={e}- , ^ resoluble si G(n) '

fefinición 12.4. Se dice que - S'"""
Pura algún n > 0.

Entonces: r es resoluble-,„il,Otente G
ibién G{fl)Wema 12.12. Todo 9'̂ P° tumm-- >•

•G^"^ = ' u io pues G(i) ~'orno.,™. En efecto. SI Jubgrupos d®

En particular, todo-'> ={5}). Lomismo® „pait.cq • ^cldeGtOt'Ptn+t)
sean todos nornoafe

r >0. G(n)
^^mal2.4. Para todo ri-
^ 'abeliano.

{e}- °

D

G(i)
S
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Demostración. Como ya se estableció anteriormente, (?(o) y G'(i) son nor
males. Suponiendo ahora que G(yi) es normal, para demostrar que G(n+i)
también lo es basta demostrar que si a,6 € G(n) entonces x[a,b]x 6
^(n+i) para todo xe G. Pero esto es obvio, pues x [a, 6] = .
[xax-\xbx-^] yxax-\xbx-'̂ e G(„). Como además G(„+i) = D(G(n))'
n > O, es claro que es abeliano. •

Corolario 12.5. Si Ges resoluble yG# {e}, existe un subgrupo normal
H de G, H {e}, e¡ cual es abeliano.

Demostmción. Si n es mínimo tal que G(„> = {e} , entonces " ^ ^J"
siihor' ' ^ (^(1-1)) ={e} , necesariamente fí = G'ín-i} "subgrupo normal abeliano de G. •

2(Ti ®°^bargo, puede suceder, en el corolario 12.5, Que ^ ^ehecho, puede suceder que 2(G) ={e} (véase más adelante)-

^ ^ ^

ema 12.13. Todo subgrupo de un grupo resoluble es asu vez resol'a^^
al como se demostró el lema 12.1, se demuestra también que:

Lema 12.5. Si C 5un grupo yH es un subgrupo normal de G,

= G(„)H/íí
para todo n > Q.

Entonces:

Teorema 12.14. Si r , r
resoluble. resoluble yH es un subgrupo normal de

^^rnostración. Si G(n) ^ r ,
, entonces (G/H), . = ÍH}- D

, ^ígniente teorem. . . blegrupog resolubles vIn embargo, una diferencia nota
y nilpotentes.

TeoTema 12 15 p- ,75
oluble ií G/W ^ 9rupo para el cual existe un w&íe

^ resoluble, entonces Ges resol^

.11)

Gl^
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Demostración. Por hipótesis existen myn tales que ií(™) =
[G/H), ,={H}. Como entonces G(„)Cff, se concluye que G(^4-„)-leí.
•

.. r ,Pn. nsoluble es necesario ysuficiente
Corolario 12.6. Para que un grupo Gsea resoiuoi
que GjZ (G) sea resoluble.

n firn (o a) y, ea particular, todo grupo
Corolario 12.7. Todo grupa G de tipo (p.íJ V
diedro, es resoluble.

i,\ VH= [b], es resoluble y
Demostración. Si Gesta es'cíclico y, por 1° abeUano,
normal en G. Como ademas 0/ ~ I ^ resoluble. •entonces G/H es resoluble. Se concluye que

Nota

entonces G/H es resoluble. Se concluye qu. ^ ^ ^
Nota 12.4. Como hemos visto, si dll tipo (2,.),
nilpotente. Nótese ademas que sj q
entonces 2 (G) = {e] orden

_ i
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asegura la existencia de subgrupos de ordenm de G (y por lo tanto, también
de orden n). Más aún, dos de tales subgrupos son siempre conjugados,
y si A: I m y fí es un subgrupo de orden k de G, éste queda contenido
en uno de tales conjugados. En paiticular, si o(G) = mp" donde n > 1,
p es primo y p f m, existen subgrupos de orden m de G (denominados
p—complementos), los cuales son todos conjugados. El teorema de Hall
es uno de los primeros resultados sobre la existencia de p—complementos.
Resultados muy profundos en esta dirección fueron posteriormente obtenidos
por J. G. Thompson, a comienzos de la década de 1960 (véase [25]).

Examinaremos ahora, brevemente, la conexión entre los grupos nilpo-
tentes y resolubles y las series asociadas a un grupo. Para mucho más
detalle, el lector puede consultar [2], [17], [22].

Definición 12.5. Una serie para un grupo (G, •) es una sucesión (Hn),
n > O, de subgrupos de G con G = Hq y Hn+i Q Hn para todo n > 0. Si
para todo n > O, Hn+i es un subgrupo normal de Hny se dice que tal serie
es subnormal. Si Hn es normal en G para todo n > O, se dice que {Hn) es
normal.

Si (Hn) es subnormal (o normal), los grupos Hn/Hn+i se denominan los
grupos factores de la serie {Hn/Hn+\ es el (n + l)-észmo factor). Como es
claro, toda serie normal es subnormal (lo recíproco es falso, en general).

Si {Hn) es subnormal y los grupos Hn/Hn+i son simples, se dice que
{Hn) es una serie composicional. Si los Hn/Hn+i son abolíanos, se dice que
{Hn) es una serie resolvente.

Las series (G^"^) y (G(„)) son subnormales (de hecho, normales). Ambas
son series resolventes del grupo G.

Una serie {Hn) tal que Hn = {e} paraalgún n (con locualHm = {e} para
todo m > n) se denomina una serie terminal. Si Hn = {e} , es costumbre
presentar {Hn) en la forma

G= HqD HiD ...D Hn-I ^Hn = {e} ,

olvidando los términos Hm, m > n. Una serie composicional terminal se
denomina una serie de composición y el número de sus grupos factores no
triviales es su longitud. Una serie resolvente terminal se denomina una
resolución. No es difícil demostrar que todo grupo finito admite una se
rie de composición. Un poco más difícil es establecer que cualquier otra
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tiene la misma longitud y esencialmente los mismos grupos factores {gru
pos factoi^es correspondientes, una vez desechados los triviales, son iguales
salvo isomorfismo). Estos resultados constituyen el denominado teorema
de Jordán-Hólder, uno de los más importantes de la teoría de los grupos.
Un grupo finito arbitrario determina entonces um'vocamente, mediante una
serie de composición, una cadenadegrupos simples: susgrupos simples com
ponentes. Es en este sentido en el cual los grupos simples constituyen los
pilares sobre los cuáles se construyen todos los grupos finitos (véase, al res
pecto, [12] y [24]), y explica por qué una clasificación completa de ellos
conduce al conocimiento de éstos.

Un grupo resoluble admite una resolución. Recíprocamente:

Teorema 12.17. Si un grupo G admite una resolución

G = HoDHiD...DHn = {e}

entonces G es resoluble.

Demostración. Como G/Hx = Hq/Hx es abeliano, se deduce que G(i) C
Hx. Esto implica de manera análoga que G(i) CHi para todo i, así que
G(n) = {e}. •

Nota 12.7. Una resolución no es necesariamente una serie de composición.
Sin embargo, es posible demostrar (fácilmente, ejercicio 12.22) que todo
grupo resoluble finito, no trivial, admite una serie de composición cuyos
grupos factores son todos grupos cíclicos de orden primo. TeiI serie decom
posición es evidentemente una resolución.

Nota 12.8. Como es claro, puede suceder que, para un grupo dado G, la
serie (G(^j) sea una resolución sin que (G^"^) lo sea.

EJERCICIOS

12.1 Verifique que «S3 no tiene subgrupos normales de orden 2 y demuestre
así, de otra manera, que S3, siendo resoluble, no es nilpotente.
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12.2 Verifique en detalle que es una serie resolvente del grupo G. Es
decir, establezca que D (G^"^) C G^"+^\ Concluya que Ges nilpotente
si y sólo si (G^"^) es una resolución de G.

12.3 Sea (G, •) un grupo.

a) Demuestre que si existe un subgrupo H de G, H ^ {e} , tal que
H = D {H), G no es resoluble.

b) Demuestre que si (G, •) es finito y no resoluble, existe un subgrupo
normal Jí de G, ií / {e} , tal que H = D {H).

12.4 Demuestre que vm grupo G ^ {e} es nilpotente si y sólo si existe n > O
tal que Gí»^) C Z (G) y G(«) ^ {e} .

12.5 Demuestre que si G es del tipo (p, q), donde p < q son primos, entonces
Z (G) = {e} , y concluya así, de otra manera, que G no es nilpotente.

12.6 Demuestre que si G es un grupo diedro generado por a, b con o (a) = 2
y o (6) = q, entonces Z (G) 7^ {e} si y sólo si q es par, y que en tal
caso Z (G) = {e, 6'/^} . Concluya que si q es impar entonces G no es
nilpotente. Demuestre además que si q es par entonces G/Z (G) w G'
donde G' es el subgrupo de G generado por a y 6^, y que si g > 4
entonces G' es diedro. Concluya de esto que G es nilpotente si y sólo
si 9 = 2" para algún n > 2.

12.7 Sean G un grupo, H un subgrupo normal de G, M y N subgrupos de
G. Demuestre que

[MH, NH] = [M,N] H.

{Indicación. Recuerde que MH = HM, NH = HN.)

(12.12)

12.8 Sean G un grupo, H un subgrupo normal de G, M y iV subgrupos de
G tales que H C M y H C N. Demuestre que

[M/H, N/H] = [M,N] H/H (12.13)

y que M/H C C{NIH) si y sólo si [M : N] C H. Concluya que
M/H QZ {G/H) si y sólo si [G, M] C H.

12.9 Use la relación (12.13) del ejercicio anterior y la (12.12) del ejercicio
12.7 para demostrar inductivamente las relaciones (12.10) y (12.11).
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*12.10 Sean G un grupo nilpotente, H un subgrupo normal propio de G.
Demuestre que existe a &G tal que a ^ H y que [a, x] GH para todo
^ € G, yque si nes mínimo tal que G^**^ = {e} entonces G^ '̂̂ nH ^ {e}
para todo O< k < n— 1. Concluya que HOZ (G) ^ {e} . {Indicación:
Use el hecho de que si H^ Gentonces Z{G/H) ^ {i/"}).

*12.11 Sean p un primo, Gim p—grupo no trivial, H im subgrupo normal de
G, H {e} . Demuestre que HOZ (G) {e}. Demuestre que la
misma afirmación es válida en todo grupo finito G cuyos subgrupos de
Sylow sean todos normales.

12.12 Demuestre que un grupo simple es resoluble si y sólo si es cíclico de
orden primo.

12.13 Sean G y G' grupos, / : G —> G' un homomorfismo. Demu^tre:

a) Si ^ C G, / ([.4]) = [/ (j4)] , y si / es un epimorfismo y [^4] es
normal enGentonces [/ (i4)] es normal en G'. ([^4] es el subgrupo
generado por >1.)

Si a,6GG,/([a,6]) = [/(a),/(6)].
Si M,N son subgrupos de G, / ((M, AT]) = [/ (M), / (iV)].
/ (^(n)) = / (G)(„) para todo n.
/ C/ (G)^*^^ para todo n, ysi / es un epimorfismo, / (G^"^) -
(G')^"^ para todo n

b)

c)

d)

e)

12.14 Sean G y G grupos, / : G —> G' un homomorfismo. Demuestre:

o) Si Ges resoluble, / (G) también lo es. Si / es un monomorfismo
y G es resoluble, también G es resoluble.

b) Si G es nilpotente y f es un monomorfismo, Ges nilpotente. Si
/ es un epimorfismo y G es nilpotente, G' es nilpotente.

c) Si G wG', G es nilpotente (respectivamente, resoluble) si y sólo
si G es nilpotente (respectivamente, resoluble).

12.15 Sean G y G' grupos, / : G —* G' im homomorfismo. Demuestre
que f{Z{G)) C Z {f {G)) y que si / es un monomorfismo entonces
f {Z{G)) — Z {f {G)). Concluya que si / es un epimorfismo,
/ {Z(G)) C Z (G'), y que si / es un isomorfismo, / {Z (G)) = Z (G').
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12.16 Demuestre que si H es na subgrupo nilpotente de G y K Q Z (G),
entonces HDK y HK son subgrupos nilpotentes de O.

12.17 Demuestre que si H y K son subgrupos resolubles de G, K normal en
G, H r\K y HK son subgrupos resolubles de G.

12.18 Sean Gi y G2 grupos, Gi x G2 el grupo producto. Verifique que si
(a, b), (c,d) € Gi XG2 entonces [(o, b), (c,d)] = ([o,c], [6, d]), concluya
que (Gi XG2)^"^ = G^"^ xG^\ ydemuestre que Gi xG2 es nilpotente
si y sólo si Gi y G2 lo son. Demuestre también que D" (Gi x G2) =
D" (Gi) X (G2) y que Gi x G2 es resoluble si y sólo si Gi y G2 lo
son. ¿Se pueden extender los anteriores resultados al producto de un
número finito Gi x G2 x ... x Gn de grupos?

12.19 Demuestre que si H y K son subgrupos normales de G tales que H n
K = {e} y que H y K son nilpotentes (resolubles), entonces HK es
un subgrupo nilpotente (resoluble) de G.

12.20 Sea G un grupo finito cuyo centro Z (G) es diferente de {e} . Sean p
un divisor primo de o {Z (G)), a E Z (G) con o(á) = p, H = [a], P
un p—subgrupo de Sylow de G. Demuestre que a G P. {Indicación.
Sean G' = G/H, (p : G —>• G' el epimorfismo canónico. Verifique que
si P' = p (P) entonces {P') = PH y que P' w PH/H « P/H n P.
Concluya que no es posible que P' « P.)

*12.21 Use el lemas 10.1 y el corolario 10.4 (capítulo 10) para demostrar que
si G es un grupo finito y P es un subgrupo de Sylow de G entonces
N {N (P)) = N (P). Concluya entonces que un grupo finito G es
nilpotente si y sólo si N (H) ^ H cualquiera que sea el subgrupo
propio H de G.

12.22 Sean G un grupo finito, H un subgrupo normal de G tal que G/H
es abeliano. Demuestre que existen subgrupos G = Hq Q Hi "D ... D
Hfi = H de G tales que Hi es normal en íí¡_i, i = 1,2, ...,n, y que
Hi-i/Hi es cíclico. Concluya que un grupo finito resoluble admite una
serie de composición cuyos subgrupos factores son todos cíclicos (y,
por tanto, aquellos grupos factores no triviales son de orden primo).
De hecho, demuestre que si G es no trivial, los grupos factores de tal
serie pueden tomarse todos cíclicos de orden primo.

12.23 Demuestre directamente (sin recurrir a la noción de nilpotencia) que
todo p—grupo finito (p un primo) es resoluble y que todo grupo finito
cuyos subgrupos de Sylow sean todos normales también lo es.
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EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS

En los siguientes ejercicios se introducen conceptos y se dan resultados adi
cionales que pueden ser de interés e importancia en la teoría de los grupos.
Sus soluciones pueden necesitar recursos de cualquiera de los capítulos 2 a
12 y constituyen entonces un buen repaso de todo el material y im buen
entrenamiento para estudios más avanzados en la teoría de los grupos.

S.l Sea (G, •) un grupo. Un homomorfismo / de G en sí mismo se de
nomina un endomorfismo de G. Si / es además biyectivo, es decir, im
isomorfismo, se dice que / es im automorfismo de G.

а) Sea G un grupo finito. Demuestre que todo endomorfismo inyec-
tivo de G es automáticamente un automorfismo y que lo mismo
es cierto de todo endomorfismo sobreyectivo.

б) Demuestre que siGes un grupo, el conjunto Aut(G) de todos los
automorfismos de G es, conla ley (o) de composición defunciones,
un grupo, en el cual el elemento neutro es la aplicación idénticade
G y en el cualel inverso de / essu aplicación inversa. Demuestre
que si G es finito y o(G) = n, Aut(G) es finito y o(Aut(G)) | n!.

c) Sean G un grupo, a € G. Demuestre que laaplicación 6a •G—*
G dada por 5a{x) = axa~^ es vm automorfismo de G y que 6 :
^ •Aut(G) dada por 6{a) = ¿a es un homomorfismo de G en
Aut(G) cuyo núcleo esel centro Z{G) de G.

d) Sean G y 5 como en (c). Demuestre que Auto(G) := 6{G) es un
subgrupo normal de Aut(G), denominado el grupo de los auto
morfismos interiores de G. Demuestre, más precisamente, que
/ o 5a ° = 5/(a) para todo a e G y todo / 6Aut(G).

e) Sean Gy 5 como en (c) y (d). Demuestre que GIZ{G) » Auto(G)
mediante el isomorfismo 6 obtenido de 5 por paso al cociente
(teorema 6.2). Concluya que Auto(G) se reduce a la identidad si
y sólo si G es abeliano.

S.2 Demuestre que si G es un grupo cíclico finito y n € Z, f{x) = z"
es un endomorfismo de G (ejercicio S.l), el cual es un automorfismo
(ejercicio S.l) si y sólo si mcd(n,o(G)) = 1. Más aún, demuestre
que /(z) = z*", donde r es el resto de dividir n por o(G), y que todo
automorfismo de G es de esta forma con mcd(r,o (G)) = 1.



250 EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS

S.3 Si N" = N \ {0}, la aplicación ip : N* —> N definida por

(p{n) = #{k 6 N : 1 < fc < n, mcd(/í:, n) = 1}, n > 1, (S.l)

se denomina la función de Euler. Demuestre que si G es un grupo
cíclico de orden n entonces o(Aut(G)) = <pin).

5.4 Sea G un grupo cíclico infinito. Demuestre que todo endomorfismo
(ejercicio S.l) de G es inyectivo y que los únicos automorfismos de G
(ejercicio S.l) son la identidad y f{x) = x~^.

5.5 Sean m € N, m > l,y Z,n el conjunto Z/mZ de las clases residuales
módulo m. Escríbase a = a+mZ. Demuestre que a-b = a6+mZ define
una ley de composición interna sobre Zm, denominada la multiplicación
módulo m, y que a-b ^ Osi y sólo sí m f ab. Obsérvese que a = r(a, m),
donde 7-(a, m) es el resto de dividir a por m, y concluya que Um{Z) =
{a e Zjn : 1 < a < m, mcd(a, m) = 1} dotado de la multiplicación (•)
módulo m es un grupo en el cual el elemento neutro es 1. Si a € Ujn{Z),
¿cómo se determina el inverso(a)~^ de a? Demuestre que m es primo
si y sólo si = Z*^ = Zm^ {0}.

5.6 Sea (Í7^(Z),-) como en el ejercicio S.5. Demuestre que o({7„
(fim), donde (p es la función de Euler (ejercicio S.3), y concluya que si
mcd(a, m) = 1 entonces —l(modm) (es decir, m | —l)).
Verifique que si m es primo, o{Um{^)) = m —1 y —l(modm)
para todo a e Z tal que m\a.

5.7 Sean m € N, m > 1, y sea {T^, •) el grupo multiplicativo de las raíces
m-ésimas de la unidad:

Tm = :k = 0,1,2,..., m - 1}, Wm = .

Sea Um el conjunto de las raíces primitivas m—ésimas de la unidad
(Um = {w^ : 1 < k < m, |iü |̂ = m}). Demuestre que E Um si y
sólo si mcd(fc,m) = 1, y concluya que ff^{Um) = ^{rn), donde ip es la
función de Euler (ejercicio 5.3). ¿Es Um un subgrupo de

5.8 Sean G = {ai,...,an} un grupo abeliano finito y x = aia2 • • • o^.
Demuestre que = e y que si n es impar entonces x = e.

5.9 Sean p un número primo y x e Z tal que x^ = l(modp) (es decir,
p I (x^ —1)). Demuestre que x = l(modp) o x = —l(modp).
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5.10 Sea p un número primo impar y considere el grupo Up(Z) (ejercicio
S.5). Verifique que o(í7p(Z)) = p —1 y que si x = 1 •2 •• (p —1)
entonces x^ = T. Demuestre que entonces x = —1 = (p—1)!, y
concluya que (p —1)! = —l(modp) y que (p —2)! = l(modp). ¿Valen
estas relaciones si p = 2? (La relación (p —1)! = —l(modp), válida
para todo primo p, se conoce como el teorema de Wilson.

5.11 Demuestre que todo grupo finito G de orden > 2 tiene al menos un
automorfismo (ejercicio S.l) distinto del automorfismo idéntico.

5.12 Demuestre que un grupo abeliano es simple (capítulo 8) si y sólo si es
cíclico de orden primo.

5.13 Demuestre que si G es un grupo simple no conmutativo entonces
G !5sAuto(G) (ejercicio S.l).

S.14 Sean G ungrupo finito y tp €Aut(G) talque es laidentidad de G.
Supóngase además que (p{x) = x implica que x = e. Demuestre que G
es abeliano y que (p(a) = a~^ para todo a € G. {Indicación. Demuestre
primero que la aplicación : G —» G dada por ^(x) = x ^</'{x)
es inyectiva, y concluya que para todo a E G existe x € G tal que
a = ipix).)

8.15 Sean G un grupo y p un número primo. Demuestre que un subgrupo
finito H de G es un p—subgrupo de G (capítulo 10) si y sólo si todo
elemento de H tiene orden p^ para algún A: > 0.

5.16 Sean G y G' grupos, H un subgrupo de G, p un número primo, / un
homomorfismo de G en G'. Demuestre que si Jí es unp-subgrupo de
G (capítulo 10), también f{H) es un p—subgrupo de G'.

5.17 Si G es un grupo finito y H es unp-subgrupo de Sylow de G (capítulo
10), demuestre que ií es el único p—subgrupo de Sylow de N{H), el
normalizador de H (capítulo 9).

5.18 Si H es un p—subgrupo de Sylow del grupo finito G (capítulo 10)
y o € G es un elemento de G de orden p^, k > O, demuestre que
aHa~^ = ií si y sólo si a € ií.

5.19 Si ií es un p—subgrupo de Sylow deG (capítulo 10) y a,bE Z{H) son
tales que b = xax~^ para algún x 6 G, existe también y E N{H) tal
que b = yay~^. (Para la definición de N{H), véase el capítulo 9.)
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5.20 Sean G un grupo finito, p un primo, H un p—subgrupo de Sylow de
G (capítulo 10), el cual es normal en G. Demuestre que G/H es un
grupo, ninguno de cuyos elementos tiene orden p'', k > 1.

5.21 Sean G y G' grupos finitos, p un número primo, P' un p—subgrupo
de G' (capítulo 10), / un monomorfismo de G en G'. Demuestre que
y-i(p/) gg p—subgrupo de G y que si F' es un p—subgrupo de
Sylow de G' (capítulo 10), el cual es normal en G\ también f~^{P')
es un p—subgrupo de Sylow de G, normal en G. ¿Qué se puede decir
si P' no es normal en G'?

5.22 Sean G un grupo finito, p un primo, P un p—subgrupo de Sylow de
G (capítulo 10) tal que P C Z{G). Demuestre que existe un subgrupo
normal H de G tal que HnP = {e} y que G = HP.

5.23 Sean G un grupo finito, H un subgrupo normal de G, p un primo, P
un p-subgrupo de Sylow de G (capítulo 10). Demuestre que ií n P es
un p—subgrupo de Sylow de íf y que HPjH es un p— subgrupo de
Sylow de G/H.

5.24 ¿Es cíclico un grupo infinito en el cual {x : = e} tiene a lo sumo n
elementos para todo n € N,n > 1. {Indicación. Considere (Z x Z, +),
capítulo 7.)

8.25 Demuestre que si P es un subgrupo normal de G y C{H) = f) C'(o).
aeH

donde G(a) es elcentraJizador de a en G (capítulo 9), entonces C{H)
es un subgrupo normal de G.

5.26 Considere el grupo simétrico 5^, n > 1 (capítulo 8), y sea a un
p—ciclo, 1 < p < n. ¿Cuántos conjugados tiene a en 5n? ¿Cuál es
el orden del centralizador G(a) de a en ( Respuestas. n!/p(n -
p)!, p(n -p)!). Describa explícitamente CL{a) y C{(j) cuando p = 1 y
cuando p = n. ( Respuestas, {e}, 5n si p = 1; {(1,Í2, -,in : 1 < ¿fe <
n. A: = 2,..., n, ik ih si h}, {a'' : l < k <n} si p = n).

5.27 ¿Cuántos conjugados tiene la permutación a = (1,2)(3,4) en €54?
¿Cuál es el orden de G(tr)? ¿Qué son CL{a) y G(<7)?
( Respuestas. 3, 8, CL{a) = {(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)},
C{(x) = {e, (1,2)(3,4), (1,2), (3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3), (1,3,2,4),
(1,4,2,3)}
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S.28 Sea G un grupo. Se dice que un subgrupo M de G es maximal si no
existe ningún subgrupopropio iV de G tal queM C iV C G y iV M.
Se dice que M es normal - maximal si M esnormal y noexiste ningún
subgrupo normal propio AT de G tal queM C P C G y P 7«í M.

o) Demuestre que si G es finito, dado unsubgrupo H deG, H ^ G,
siempre existe un subgrupo maximal M de G, M G, tal que
H CM.

b) Demuestre que si H en (a) es normal, M puede tomarse normal
- maximal.

c) Demuestre que en todo grupo finito no trivial existen subgrupos
maximales y subgrupos normales - maximales distintos de todo
el grupo.

d) Demuestre que si M es un subgrupo normal de G, M es normal
maximal si y sólo si G/M es un grupo simple.

e) Demuestre que si G es un grupo simple no trivial G 2 {c}
una serie de composición de G, y la única posible con factores no
triviales.

/) Demuestre que si G es un grupo finito, G admite una serie de
composición G = Mq 2 Afj D... DAí„ = {e}.

S.29 Sean G un grupo, H un subgrupo de G. Se dice que íf es un subgrupo
invariante o un subgrupo característico de Gsi f{H) = H cualquiera
que sea el automorfismo / de G.

a) Demuestre que si íí es un subgrupo invariante de G, G es un
subgrupo normal de G. (Lo recíproco es falso, pero no es fácil de
verificar.)

b) Demuestre que si G es finito, p es primo y íT es un p—subgrupo
de Sylow de G (capítulo 10), H es invariante si y sólo si ií es
normal en G.

c) Demuestre que H es característico siysólo si f{H) CHo f{H) 2
H para todo automorfismo / de G.

d) Demuestre que si M y iV son subgrupos característicos de G,
M n A'' y MN son ambos subgrupos característicos de G.

e) Sean G un grupo, M un subgrupo característico de G, N un
subgrupo característico de M. Demuestre que N es un subgrupo
característico de G. Demuestre además quesi sólo se supone que
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M es normal en G, se puede aún concluir que N es normal en G.
¿Es cierto que si M es normal en G y AT es normal en M entonces
N es normal en G? (Véase el ejercicio 8.18.)

f) Demuestre que Z(G) es un subgrupo característico de G.

5.30 Sean G un grupo, a € G, H un subgrupo de G, G(a) el centralizador
de a, N{H) el normalizador de H (capítulo 9). Demuestre que:

o) C{xax~^) = xC{a)x~^ para todo xeG.
b) N{xHx~^) = xN{H)x~^ para todo x 6 G.
c) C{<p{a)) = (pC{a) para todo <p €Aut(G).
d) N(ip(ff)) = ipN{H) para todo v? €Aut(G).
e) Si H es característico, N{H) = G.

5.31 Sean G un grupo, Zo{G) = {e}, Zi{G) = Z{G) su centro. Sea
(pi : G —> GfZ\{G) el epimorfismo canónico. Definimos ZziG) =
ip~'̂ {Z{G(Zi[G)), e inductivamente Zn+i{G) = <p~''-{Z{G/Zn{G)),
n > 1. Se obtiene así una sucesión (Z„(G)), n > O, de subgrupos
normales de G tales que Zn{G) C Zn+i(G), n > 0. Demuestre que

Zn+i{G)/Zn{G) « Z{G/Zn{G)), n > O (S.2)

(La sucesión ascendente (Z„(G)) se denomina la sene central de G.)

5.32 Demuestre que si G y G' son grupos y / : G —> G es un isomorfismo,
entonces / induce un isomorfismo /i : Z{G) —» Z{G'). Demuestre a
su vez que /i induce un isomorfismo/i : G/Z{G)^ —> G'¡Z{G'), e iso-
morfismos h •• Z{GfZ{G)) —> Z{G'IZ{G')) y /2 : Z2(G) —• Z2ÍG').
Continuando de esta manera, establezca la existencia de isomorfismos

u : Z{G/Zn-i{G)) —. Z{G'/Zn-iiG')) y /„ : Z„(G) —> Zn(G')
para todo n > 1. Es decir, si G ~ G', entonces Zn{G) « Zn{G') y
Z{G/Zn{G)) « Z{G/Zn{G')) para todo n > 0.

5.33 Demuestre inductivamente que si G es un grupo entonces

Zn+i{G)/Z{G) « Zn{GfZ{G)), n > O, (S.3)

y concluya (con Z = Z{G)) que

Zn+i{G)/ZniG) « Zn{GlZ)fZn-i{GIZ), n > 1. (S.4)

(Use los resultados de los ejercicios S.31 y 8.32.)
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S.34 Use los resultados del ejercicio S.33 parademostrar que ungrupo finito
G es nilpotente si y sólo si existe m > 1 tal que Zn{G) = G para todo
n > m (haga inducción sobre o(G)). Concluya que {^Zn{G)) es una
resolución de G si y sólo si G es nilpotente.
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